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随 着 新 课程 的 实施 ， 数 学 课堂 生机 勃勃. 
但 是 , 我 们 在 看 到 很 多 教师 大 胆 创新 、 追 求教 
学 风格 的 同时 , 也 会 发 现 不 少 教师 缺乏 理论 学 
习 与 分 析 , 盲目 追随 攀比 与 模仿 , 在 课堂 上 要 
弄 花 拳 绣 腿 . 这 种 虚伪 的 美丽 , 表面 上 可 能 一 
时 给 人 以 新 鲜 之 感 , 实则 把 数学 教学 改革 引入 
误区 . 以 下 几 种 情况 比较 突出 . 

一 、 千篇一律 的 情境 设计 

新 课程 特别 倡导 用 具体 的 、 有 趣 的、 富有 
挑战 性 的 素材 引导 学 生 投入 数学 活动 . 近 几 年 
来 , 笔者 听 了 许多 课 例 , 几乎 全 是 千篇一律 的 
情境 设置 . 因此 , 笔者 提出 这 样 的 问题 : “情境 
设置 "是 否 应 当 被 看 成 数学 教学 中 引入 课程 内 
容 的 惟一 合理 的 方法 , 以 致 在 任何 情况 下 都 不 
应 采取 其 他 的 方法 ? 

案例 1. 教 学 内 容 :棱柱 ; 学 生 :高 一 年 级 . 

为 了 引出 “棱柱 ?这 一 概念 , 施 教 者 在 课 前 
休息 时 , 播放 了 一 段 风 光 片 “象山 花香 岛 的 石 
林 ” (有 许多 大 小 石柱 ). 开课 后 , 老师 又 展示 了 
生活 中 许多 关于 棱柱 的 图 片 , 其 中 有 建筑 物 、 
生活 用 品 等 . 最 后 老师 问 学 生 :“ 你 们 都 看 到 了 
什么 ?” 在 得 到 了 “楼 柱 ” 这 一 老师 最 淘 望 得 到 
的 回答 后 , 再 要 求学 生 分 成 四 人 一 组 讨论 , 举 
几 个 现实 生活 中 有 关 楼 柱 的 模型 . 一 时 间 ，“ 橡 
皮 控 ”、 “和 粉笔 盒 "、“ 电 视 机 >、 ……， , 铺 天 立 
地 而 来 , 整 堂 课 气 氛 非 常 活跃 . 最 后 师 生 一 起 
讨论 得 出 这 些 几 何 体 的 共性 一 “棱柱 ”的 定义 . 

上 述 的 教学 处 理 , 无 疑 会 让 学 生 感 到 有 趣 
和 新 鲜 . 但 是 , 由 于 “棱柱 ?的 概念 , 学 生 在 初中 
时 已 经 有 了 初步 的 感知 , 因此 ，“ 有 没有 必要 人 花 
费 那 么 多 的 时 间 和 精力 去 制作 幻灯 片 , 让 学 生 
感受 棱柱 的 实际 模型 ?” 笔 者 认为 : 

(1) 一 个 好 的 情境 应 该 始终 贯穿 于 教学 内 














容 , 而 本 例 设计 的 教学 情境 仅仅 起 到 “项 门 套 ” 
的 作用 , 即 仅 仅 满 足 于 学 生 的 兴趣 , 调动 学 习 
积极 性 , 没有 深层 次 的 挖掘 与 反思 . 

(2) 我 们 不 能 狭隘 地 把 数学 活动 理解 成 最 
低层 次 的 情境 教学 . 在 本 例 中 , 情境 的 设置 冲 
淡 了 本 节 课 的 主要 目标 , 本 节 课 应 以 培养 学 生 
用 数学 的 语言 来 表达 和 交流 的 能 力 为 主要 目 
标 . 倘 奉 我 们 在 上 课时 单刀 直入 地 提出 :“ 你 们 
知道 什么 叫 楼 柱 吗 ?” 为 了 更 好 地 让 学 生 把 头 
脑 中 腾 胱 藏匿 的 楼 柱 概念 凸现 出 来 , 我 们 用 wn 
图 形 表述 你 脑 中 的 楼 柱 体 一 用 文字 描述 你 脑 
中 的 棱柱 体 一 用 数学 语言 定义 你 及 中 的 楼 柱 
体 " 这 三 部 曲 来 构建 我 们 课堂 主 框架 ,无 疑 这 
样 的 设计 能 更 好 地 体现 教学 活动 的 高 效 性 . 

二 、 流 于 表层 的 合作 学 习 

对 于 合作 学 习 的 提倡 , 这 是 新 一 轮 数 学 课 
程 改革 的 又 一 主要 特征 , 但 事实 上 , 目前 有 许 
多 老师 所 使 用 的 合作 学 习 ( 特 别 是 公开 课 ), 仅 





仅 流 于 表层 , 部 分 教师 甚至 把 合作 学 习 等 同 于 
小 组 讨论 , 以 此 换 得 课 演 上 的 热 热 六 六 . 
案例 2. 教学 内 容 :中 位 数 与 众 数 ; 学 生 : 初 
二 年 级 . 授课 者 以 阿 冲 应 聘 为 情景 : 阿 冲 得 到 
两 公司 的 月 工资 报表 如 下 : 
甲 公司 : 
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i 你 应 该 选择 哪 家 公司 , 为 
什么 ? 


2005 年 第 10 期 


在 教学 过 程 中 , 教师 首先 让 学 生 分 成 四 个 
小 组 讨论 , 然后 各 小 组 汇报 , 说 明理 由 , 最 后 师 
生 共 同 研究 得 出 中 位 数 与 众 数 的 概念 , 整 节 课 
课堂 气氛 非常 活跃 . 

无 庸 置疑 ， 这 是 一 个 融 “ 生 活化 "与 “数学 
化 为 一 体 的 优秀 的 情境 设置 ,有 利于 学 生 经 
历 观察 、 感 受 、 思 辨 、 决 策 等 过 程 .在 思考 、 
探索 、 交 流 过 程 中 获得 对 概念 的 体验 和 理解 . 
然而 , 在 为 这 个 情境 设置 叫好 的 同时 , 我 们 也 
应 该 清楚 的 意识 到 :第 一 、 合 作 交 流 具 有 多 种 
形式 , 我 们 不 要 动 辑 搞 小 组 讨论 有些 问 题 无 
法 经 过 讨论 统一 的 无 需 进行 小 组 讨论 ， 本 例 
中 , 因为 评判 的 标准 不 同 , 选择 的 结果 就 不 同 ， 
笔者 参加 的 小 组 就 有 两 位 同学 , 一 位 相信 自己 
的 能 力 , 将 来 必 当 经 理 而 选择 乙 公司 , 另 一 位 
同学 认为 初 进 公 司 必定 拿 该 公司 的 最 低档 工 
资 而 选择 甲 公司 , 两 人 争 得 面红耳赤 ， 第 二 、 
合作 交流 必须 建立 在 明确 分 工 , 互助 性 学 习 的 
基础 上 . 在 本 例 中 , 由 于 讨论 的 内 容 是 浅 层次 
的 、 低 水 平 的 决策 , 缺少 互助 性 学 习 的 素材 ， 
此 , 给 人 以 表面 的 “积极 性 "和 “一切 顺 利 " 的 假 
象 . 最 后 汇报 时 , 由 几 个 成 绩 好 一 点 的 学 生 说 
了 算 , 以 小 老师 代替 大 老师 , 长 此 以 往 , 会 造成 
新 的 两 极 分 化 . 第 三 、 合 作 交流 必须 建立 在 独 
立 思考 的 基础 上 , 没有 经 过 个 体 精 思 而 匆忙 展 
开 的 讨论 如 无 源 之 水 , 表达 的 见解 既 不 成 熟 也 
不 具备 深度 , 更 谈 不 上 个 性 和 创新 . 本 例 中 , 知 
让 学 生 独 立 思考 , 然后 再 进行 全 班 交流 , 根据 
交流 的 观点 , 实行 “ 同 质 分 组 ”, 各 组 自 找 标准 ， 
论证 自己 的 决策 正确 , 这 样 的 小 组 讨论 , 其 优 
越 性 才能 得 到 充分 的 发 挥 . 

三 、 苍白 无 力 的 数学 文化 

数学 作为 一 种 文化 现象 , 新 教材 提倡 体现 
数学 的 文化 价值 , 并 在 适当 的 内 容 中 提出 对 “ 数 
学 文化 "的 学 习 要 求 . 然而 , 在 日 常 教 学 中 , 谈 
到 数学 文化 , 往往 只 联想 到 数学 史 . 宏观 地 观 
察 数学 , 从 历史 上 考察 数学 的 进步 , 确实 是 揭 
示 数 学 文化 层面 的 重要 途径 , 但 是 , 除了 这 种 
宏观 的 历史 考察 之 外 , 我 们 恰恰 忽视 了 微观 的 
一 面 , 即 从 具体 的 数学 概念 、 数 学 方法 、 数 学 
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思想 中 揭示 数学 的 文化 底 殖 . 
案例 3. 教学 内 容 : 两 角 和 的 余弦 公式 ; 学 
:高 一 年 级 . 
为 了 突出 数学 文化 的 严谨 性 , 教师 设置 了 
如 下 的 情境 :前 苏联 教材 对 于 两 角 和 的 余弦 公 
ot ube 
2 


| 
P 
图 1 
如 图 1， 单位 圆 中 ， Pi (cos Q, Sin a), 
已 (cos 0, 一 sin DO)， 


由 两 点 间 的 距离 公式 
IPBPl?= (cosa— cosp)? + (sina + sinB)? 











= 2—2cosacospt+t2sinasing. (1) 
另 一 方面 , 在 人 PO 忆 中 , 由 余弦 定理 
IPPl?=2—2co0s(a+pB). (2) 
由 (1)、(2) 可 得 
cos(a 十 D) = cosacosp— sinasing. (3) 
试 讨论 以 上 证 明正 确 吗 ? 


事实 上 , 以 上 的 证 明 因为 用 到 三 角形 中 的 
余弦 定理 , 因此 公式 (3) 仅 适用 于 角 Q、 有 等 于 
锐角 的 情形 , 将 此 证 明 作为 a、6 < 及 时 的 证 
明 , 显然 有 悖 于 数学 科学 探索 的 严谨 性 . 

数学 教育 如 何 贯 穿 人 文 主义 精神 , 包括 担 
当 德 育 的 重任 , 当前 这 方面 的 研究 非常 薄弱 . 在 
本 例 中 , 授课 者 以 教学 的 严 并 性 为 主线 , 展开 
教学 研究 , 可 谓 独具匠心 , 然而 , 严谨 性 也 是 一 
把 双 刃 剑 , 过 度 的 强调 严谨 性 , 必 将 扼杀 开拓 
与 创新 , 问题 是 如 何 把 握 一 个 “ 度 ” 字 . 

例如 , 在 进行 复 利 教学 时 , 为 了 对 学 生 进 
行 阶级 教育 ,， 某 教师 把 该 课 的 课题 定 为 " 杨 白 
劳 为 什么 可 以 借 钱 不 还 ?”. 课 后 许多 听课 教师 
和 学 生 难 以 接受 . 

又 例如 , 在 讲 圆周 率 时 , 我 们 总 是 局 限于 
祖冲之 计算 圆周 率 比 西方 早 多 少年 , 大 搞 狭 险 

(下 转 第 10-34 页 ) 





10-2 数学 教学 


2005 年 第 10 期 


呼唤 数学 教育 的 定量 研究 
235000 安徽 省 淮北 市 第 一 中 学 周 因 直 


统计 素养 就 是 人 们 对 统计 数字 所 具有 的 悟 
性 , 用 统计 理论 和 思想 指导 个 人 实践 以 适应 社 
会 需要 的 素养 . 良好 的 统计 素养 应 体现 在 以 下 
四 个 方面 : 

1. 具 有 统计 意识 , 即 对 统计 的 重要 性 有 足 
够 的 认识 , 懂得 统计 是 从 事 任何 活动 都 不 可 缺 


新 课程 增加 了 新 的 内 容 , 同时 对 原 有 内 容 
的 编排 和 要 求 也 有 了 新 的 变化 , 这 给 教师 提出 
了 挑战 . 面 对 挑 战 , 数学 教育 领域 有 许多 问题 
值得 研究 . 

例如 , 数学 教育 的 功能 研究 一 -数学 素质 与 
数学 应 试 能 力 的 相关 研究 等 ; 数学 教学 中 的 德 











少 的 一 种 有 效 手段 ， 有 了 这 种 意识 , 才 会 提高 
对 统计 数字 的 敏感 性 , 凡事 才能 够 从 统计 的 角 
度 去 认识 、 去 判断 、 去 分 析 和 解决 . 

2. 能 够 读 懂 统 计 资料 , 了 解 常用 的 社会 统 
计 指 标的 含义 . 

3. 具 有 科学 的 统计 学 知识 , 并 能 运用 统计 
方法 分 析 和 人 解决 实际 问题 . 

4. 能 够 领悟 统计 理论 中 所 蕴涵 的 哲理 即 统 
计 理 念 , 主要 包括 :数量 观念 、 变 量 观念 、 不 确 
定性 观念 等 . 

《普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )》 目 指出 : 
“现代 社会 是 信息 化 社会 , 人 们 常常 需要 收集 数 
据 , 根据 所 获得 的 数据 提取 有 价值 的 信息 , 做 
出 合理 的 决策 . 统计 是 研究 如 何 合理 收集 、 整 
理 、 分 析 数 据 的 学 科 , 它 可 以 为 人 们 制定 决策 
提供 依据 .，……………… 因此 , 统计 与 概率 的 知识 已 
经 成 为 一 个 未 来 公民 的 必 备 常识 ”是 新 课程 的 
这 一 提 法 , 既 有 其 社会 的 现实 背景 , 也 有 国际 
数学 教育 发 展 趋势 的 背景 . 

20 世 纪 50 年 代 国际 统计 学 会 (ISI) 就 已 经 
决定 要 在 世界 各 国 的 各 级 学 校 努 力 推进 并 开展 
统计 学 的 教学 , 80 年 代 以 来 , 全 球 范 围 的 “把 统 
计 和 概率 的 初步 知识 作为 数学 基本 素养 的 一 
部 分 而 引入 中 学 甚至 小 学 课程 这 一 运动 正在 
升温 与 蔓延 ”( 参 见 Garfield & Ahlgren，1988， 
P.44)B3]. 


育 研究 -一 调查 教学 对 学 生 世 界 观 影响 的 功能 
等 ; 数学 学 习 心 理 研 究 一 创设 良好 的 数学 教 
学 心理 氛围 与 提高 数学 教学 质量 相关 关系 的 
研究 等 ; 数学 方法 论 研究 一 学 生 “ 用 数学 ” 意 
识 和 能 力 的 形成 机 制 以 及 培养 途径 的 实验 研 
究 等 等 . 

但 是 , 我 国 数学 教育 领域 发 表 的 论文 中 解 
题 类 型 居多 , 调查 实验 类 型 少 , 在 调查 实验 类 
论文 中 , 统计 工具 过 于 简单 . 通过 下 面 的 统计 
数据 我 们 可 以 完 见 一 斑 . 

《数学 教育 学 报 》 作 为 国内 数学 教育 领域 
高 层次 的 学 术 期 刊 , 所 刊载 的 文章 所 运用 数学 
方法 的 现状 , 在 一 定 程度 上 反映 了 我 国 数学 教 
育 研 究 中 运用 数学 方法 的 现状 . 

以 《数学 教育 学 报 》 自 1992 年 12 月 创刊 号 
至 2004 年 底 共 皇 期 刊载 的 文章 作文 献 源 . 统 
计 表 明 , 在 这 期 间 刊载 的 论文 中 运用 数学 方法 
的 文章 占 年 度 总 文章 的 百分比 分 别 为 : 11.1%、 
12.5%、14.4%%、8.4%%、10.5 久 、20%、35.4%、 
23.98%、13.98%、18.34%%、10.7%、19.8%、 
15.9% 回 . 

在 这 些 文章 中 所 使 用 的 数学 方法 又 有 所 不 
同 , 下 面 就 1992.12 ~ 2004.12 期间 《数学 教育 
学 报 》 所 刊载 的 这 类 文章 进行 分 类 统计 : 

《数学 教育 学 报 》 刊 载 的 运用 数学 方法 的 
文章 统计 .四 
(1992 创 刊 ~1996 (2) 共 计 11 期 ) 
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方法 篇 数 ”百分比 
简单 统计 

(表格 、 百分数 、 平 均 数 ) 。 28 ”10.81% 
简单 统计 分 析 

(方差 、 相 关 性 、 假设 检验 ) 8 ”3.08% 
较 高 级 分 析 

(因素 分 析 、 聚 类 分 析 等 ) 3 1.16% 





表 1 
《数学 教育 学 报 》 刊载 的 运用 数学 方法 的 
文章 统计 .中 
(1996 (3) ~ 2001 (4) 共计 22 期 ) 





方法 篇 数 ”百分比 
简单 统计 
(表格 、 百 分 数 、 平 均 数 ) 68 11.45% 
简单 统计 分 析 
(方差 ,相关 性 、\ 假设 检验 ) ” 42 7.02% 
较 高 级 分 析 
(因素 分 析 、 聚 类 分 析 等 ) 4 1.18% 
表 2 


《数学 教育 学 报 》 刊载 的 运用 数学 方法 的 
文章 统计 . 
(2002 (1) ~ 2004 (4) 共计 12 期 ) 








方法 篇 数 ”百分比 
简单 统计 
(表格 、 百分数 、 平均 数 ) 28 ”8.43% 
简单 统计 分 析 
(方差 、 相关 性 、 假设 检验 ) ”26 ”7.83% 
较 高 级 分 析 
(因素 分 析 、 聚 类 分 析 等 ) 5 1.51 吧 
表 3 


从 以 上 表 中 可 以 看 出 ， 在 所 刊载 的 枉 期 
《数学 教育 学 报 》 中 , 前 11 期 有 15.05%、 中 段 
22 期 有 19.65%、 后 12 其 有 17.77%% 的 文章 使 
用 了 数学 方法 . 同时 我 们 发 现 , 使 用 高 级 的 数 
学 手段 来 分 析 的 文章 比例 有 所 增加 (如 3.08%、 
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(上 接 第 10-11 页 ) 

立 , 记 作 p 之 9.”( 摘 自 教材 P.34) 

2. 关 于 “充分 条 件 ”" 和 “必要 条 件 ” 

由 p 之 9, 则 p 蚌 g 的 充分 条 件 , 9 是 p 的 必 
要 条 件 , 是 Pp 成 立 的 必然 结果 . 

“闪光 的 ”是 一 个 很 大 的 范围 有 金子 、 玻 
璃 . 银 片 . 铜 片 .太阳 、 星 星 等 . 

“金子 ”是 一 个 相对 独立 的 个 体 . 它们 之 间 
是 “金子 "包含 于 “闪光 的 ”, 可 表示 为 金子 C 闪 
光 的 . 

有 个 成 语 叫 “半斤八两 "*， 半 斤 就 是 八 两 ; 
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7.02%、7.83% 及 1.16%、1.18%、1.51%). 尽 
管 如 此 , 但 总 体 来 说 这 些 比例 仍然 偏 小 , 并 且 在 
所 使 用 的 数学 方法 中 , 依然 是 以 简单 统计 为 主 . 
至 于 在 中 学 数学 的 有 关 刊 物 中 , 关于 调查 实验 
研究 的 论文 更 是 风 毛 鹿角. 但 最 近 几 年 , 这 种 
状况 已 经 得 到 较 大 改观 . 

造成 以 上 现状 的 原因 有 很 多 , 笔者 认为 其 
中 有 一 个 重要 原因 是 缺乏 较 深 的 统计 学 知识 . 
不 少 老 师 有 着 丰富 的 教学 经 验 , 可 这 毕 竞 是 一 
种 个 人 体会 , 难以 洞察 数学 教育 中 复杂 现象 之 
间 的 关系 及 问题 的 实质 . 要 揭示 这 些 现 象 的 内 
在 规律 , 就 需要 利用 一 些 相 关 的 统计 工具 . 例 
如 , 研究 数学 教育 各 因素 之 间 的 关系 一 般 需要 
如 下 统计 学 知识 : 相关 分 析 、 方 差分 析 、 回 归 
分 析 、 主 成 分 分 析 、 因 素 分 析 等 等 . 这 说 明 有 
很 多 统计 学 知识 需要 我 们 进一步 学 习 和 提高 . 

参考 文献 

1] 《普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )》， 中 
华人 民 共和 国教 育 部 制定 ， 人民 教育 出 版 社 . 
2003. 
2] 叶 阁 城 主编 ,高 中 数学 课程 标准 教师 读 
本 . 华中 师范 大 学 出 版 社 . 2003. 9. 
3| 李 俊 著 . 中 小 学 概率 的 教 与 学 . 华东 师 
范 大 学 出 版 社 . 2003. 5. 
御 张 国 杰 、 王 光明 著 . 数学 教育 研究 与 写 
作 . 华东 师范 大 学 出 版 社 . 2003. 5. 
5] 陈 静 、 李 善良 。 数学 教育 学 报 . 2002. 
11(1): 32-35. 
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而 八 两 就 等 于 半 斤 . 则 半 斤 之 八 两 , 八 两 芒 半 
斤 . 半 斤 是 八 两 的 充分 条 件 , 也 是 其 必要 条 件 . 
八 两 是 半 斤 的 必要 条 件 , 也 是 其 充分 条 件 ; 可 
表示 为 : 半 斤 = 八 两 , 由 此 , 可 得 出 : 

p 字 4 则 pg; 

pg9 有 Hq 地 Pp 则 p= 49. 

这 是 从 集合 观点 对 “充分 条 件 、“ 必 要 条 
件 "及 “ 充 要 条 件 ” 进 行 概括 . 

以 上 摘录 的 学 生 数 学 作文 , 读 来 也 许 会 尚 
嫌 稚 嫩 , 但 是 , 记录 的 是 学 生 的 所 思 所 想 . 流畅 
的 师 生 交流 渠道 , 将 使 教学 更 有 针对 性 . 
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让 我 们 从 实际 应 用 中 “寻找 "应 用 题 


130031 吉林 省 长 春 市 教育 局 教研 室 李 春 花 长 春 市 第 一 外 国语 中 学 王 曾 仪 





实施 课程 改革 以 来 , 各 地 涌现 出 大 批 有 助 
于 培养 学 生 应 用 意识 的 好 题目 . 不 过 也 还 存在 
一 些 不 尽 人 意 的 情况 , 表现 为 : 有 些 题 目 作 表 
面 文 章 , 外 表 似 乎 很 联系 实际 , 实际 上 却 脱离 
实际 . 

下 面 是 这 两 年 的 中 考题 中 的 例子 . 

例 1 数学 教师 对 小 明 在 参加 高 考 前 的 5 
次 数学 模拟 考试 进行 统计 分 析 , 判断 小 明 的 数 
学 成 绩 是 否 稳定 , 于 是 教师 需要 知道 小 明 这 5 
次 数学 成 绩 的 ( ) 

(A) 平 均 数 或 中 位 数 ; 也) 方差 或 极 差 ; 

(C) 众 数 或 频率 ”(D) 频 数 或 众 数 , 

中 考题 考查 学 生 对 平均 数 、 方 差 等 概念 的 
理解 情况 , 这 完全 是 应 该 的 . 可 是 , 这 道 题 目 却 
使 人 想起 诗句 "少年 不 知悉 滋味 , 爱 上 层 楼 , 爱 
上 上层 楼 , 为 赋 新 词 强 说 悉 ”. 因为 计算 一 名 学 生 
或 全 体 学 生 五 次 模拟 考试 成 绩 的 方差 或 极 差 
的 意义 实在 不 大 . 

例 2 小 李 家 住房 的 结构 如 图 1 所 示 , 小 李 
打算 把 卧室 和 客厅 铺 上 木 地 板 , 请 你 帮 他 算 一 
算 , 他 至 少 要 买 多 少 平方 米 的 木 地 板 ? 














(A) 12zyi (B) 10zgy; 
(C) 8zy; (D) 6zV. 
本 题 取材 于 改革 开放 以 来 城市 居民 住房 面 


积 不 断 增 大 , 立意 很 好 , 可 是 对 图 形 的 设计 却 
有 些 “ 想 当然 了 . 

试想 , 按照 所 给 图 形 ， 当 客人 需要 “方便 
时 , 必须 穿 过 主人 的 卧室 或 厨房 , 这样 的 设计 
未 免 太 不 高 明了 吧 ! 

况且 , 按照 所 给 图 形 能 否 求 出 地 板 的 面积 ， 
也 经 不 起 推 荫 , 因为 忽略 了 墙壁 的 厚度 . 如 果 
把 图 中 的 两 个 “x” 分 别 看 作 卫 生 间 和 厨房 使 用 
面积 的 长 与 宽 , 则 卧室 使 用 面积 的 长 应 大 于 2z; 
阁 图 中 的 两 个 “x” 分 别 表示 卫生 间 和 厨房 建筑 
面积 的 长 与 宽 , 也 应 对 铺设 地 板 的 面积 作 进 一 
步 的 假设 或 限定 . 

应 该 说 明 , 这 道 古 是 茶 一 版 本 的 义务 教育 
课程 标准 实验 教科 书 中 一 道 题 的 改编 题 , 图 形 
与 原 书 的 图 形 一 样 . 这 说 明 该 教科 书 中 也 存在 
着 有 待 改 进 的 问题 . 

例 3 在 全 国 抗击 “非典 "的 斗争 中 , 黄 城 研 
究 所 的 医学 专家 们 经 过 日 夜 奋战 , 终于 研制 出 
一 种 治疗 非典 型 肺炎 的 抗生素 . 据 临 床 试验 观 


这 上段 文字 取 自 于 2003 年 菜市 的 一 道中 考 
题 . 在 非典 "肆虐 的 那 段 日 子 里 , 抗生素 抗 不 
了 “SARS”, 这 决 不 是 只 有 医务 人 员 才 知道 的 
事情 , 中 考题 中 出 现 这 样 的 失误 , 我 们 应 该 引 

在 数学 教学 中 编 题 注意 设置 实际 背景 , 这 
无 疑 是 正确 的 . 《全 日 制 义务 教育 数学 课程 标 
准 》 指 出 , 面 对 新 的 数学 知识 时 , 应 该 能 “主动 
地 寻找 其 实际 背景 ", 我 们 认为 这 里 的 “寻找 ”二 
字 使 用 得 非常 恰当 , 它 是 对 穿 靴 戴 帽 、 生 搬 硬 
套 、 人 为 编造 的 否定 (但 不 排除 “寻找 "后 的 整 
理 和 科学 、 合理 地 提炼 ), 教师 不 仅 应 该 引导 学 
生 去 “寻找 ,还 应 该 亲自 去 "寻找. 
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新 课程 衣 景 下 空间 思维 障碍 的 突破 
226531 江苏 省 如 还 石 庄 高 级 中 学 姜 建 平 





开 体 几何 是 高 中 数学 的 一 个 重要 内 容 , 从 
平面 几何 到 立体 几何 是 一 道 难度 较 高 的 台阶 ， 
开 体 几何 成 了 中 学 生 高 中 数学 学 习 的 一 道 障 
得 , 学 生 们 对 立体 几何 的 学 习 倍 感 豚 惧 . 究 其 
原因 : (1) 学 生 沿袭 平面 几何 的 思维 , 缺乏 空间 
想象 力 ; (2) 立体 几何 图 形 “ 失 真 ”, 给 学 生 观 察 
图 形 造 成 障碍 . 因此 , 培养 学 生 空间 想象 力 , 突 
破 空间 思维 上 的 障碍 , 是 学 好 立体 几何 的 关键 . 
就 此 , 笔者 谈 一 点 体会 . 

一 、 设计 实验 , 在 观察 中 突破 

乌 申 斯 基 说 :“ 直 观 的 教学 不 是 以 抽象 的 概 
念 和 词语 为 依据 , 而 是 以 学 生 的 直接 感知 的 具 
体形 式 为 依据 的 .” 因此 , 引导 学 生 有 意识 地 
使 用 立体 几何 模型 , 是 顺利 地 进入 立体 几何 之 
门 的 钥匙 . 这 里 所 说 的 模型 并 不 仅 指 教学 使 用 
的 立体 几何 教具 , 还 指 学 生 人 人 都 有 的 桌面 、 书 
本 、 笔 .手掌 (表示 平面 )、. 手 指 (表示 直线 )、 打 开 
的 书本 (表示 二 面 角 ) 等 等 . 善于 使 用 这 些 现成 
可 得 .可 看 .可 变 的 模型 , 可 以 使 许多 立体 几何 
问题 变 得 比较 直观 , 从 而 使 学 生 在 观察 、 思 考 
和 总 结 中 突破 难点 . 

如 : 一 个 二 面 角 的 两 个 面 与 另 一 个 二 面 角 
的 两 个 面 分 别 垂直 , 这 两 个 二 面 角 的 大 小 关系 
是 什么 ?” 此 题 仅 靠 空间 想象 很 难得 出 结果 ， 
作 图 又 较 难 , 上 且 作出 的 图 形 是 不 会 运动 的 ( 模 
型 是 可 以 运动 的 ) 要 作出 各 种 情况 下 的 图 形 
既 费 时 , 图 形 也 难 画 ,另外 学 生 往 往 还 会 依据 
平面 几何 中 一 个 类 做 的 结论 而 去 习惯 性 思维 ， 
得 出 “相等 或 互补 的 错误 结果 , 因此 可 设计 这 
样 一 个 实验 : 让 学 生 自 己 动手 , 用 两 本 打开 的 
书本 比划 一 下 , 结论 很 快 就 可 以 得 到 (两 个 角 
没有 任何 关系 ). 这 一 教 法 , 融 知 识 性 和 趣味 性 











于 一 体 , 形象 直观, 突破 解 题 障碍 , 提高 了 学 
生 的 学 习 兴 趣 , 培养 了 他 们 的 空间 想象 力 . 

二 、 注重 识 图 、 作 图 , 在 感悟 中 突破 

识 图 和 作 图 教学 是 培养 学 生 空间 想象 力 的 
重要 途径 之 一 识 图 作 图 能 力 是 空间 想象 力 
的 组 成 部 分 .在 我 们 工作 中 常 遇 到 这 种 情况 ， 
学 生 把 题目 看 了 几 毅 , 但 仍然 画 不 出 适合 题 意 
的 图 形 以 辅助 解 题 

识 图 、 作 图 训练 可 从 以 下 两 方面 进行 : 

1. 用 直观 教具 与 实物 , 培养 识 图 、 作 图 能 
力 

作 图 和 识 图 有 着 密切 的 关系 , 如 果 学 生 的 
识 图 能 力 差 , 就 很 难 画 出 所 需要 的 图 形 . 在 立 
体 几何 教学 中 , 应 特别 注意 利用 实物 和 模型 , 帮 
助 学 生 认 清 点 、 线 、 面 之 间 的 关系 , 增强 感性 
认识 , 加 深 对 理论 的 理解 . 学 生 识 图 、 作 图 能 
力 的 提高 , 意味 着 他 们 在 空间 的 抽象 思维 能 力 
有 了 提高 . 

2. 通 过 解 训 图 形 , 提高 识 图 、 作 图 能 力 

立体 几何 图 形 是 由 点 、 线 \ 面 这 些 基 本 元 素 
通过 一 定 的 关系 组 合 而 成 , 这 种 关系 到 了 空间 
已 经 较 平面 上 发 生 了 很 大 的 变化 , 不 熟悉 、 不 
适应 这 种 变化 , 是 学 生 从 平面 几何 进入 到 立体 
几何 学 习 的 一 个 障碍 . 如 果 能 将 元 素 按照 题 意 
组 合成 几何 图 形 , 又 能 将 图 形 分 解 成 部 件 (有 
简单 关系 的 基本 元 素 的 几何 体 ) 也 就 能 将 复 
杂 问 题 分 解 为 熟悉 的 简单 问题 加 以 解决 . 

案例 1 求证 : 在 已 知 二 面 角 内 , 从 二 面 角 
的 楼 引出 的 一 个 半 平 面 内 任意 一 点 到 二 面 角 
两 个 面 的 距离 之 比 是 一 个 常数 . 

分 析 : 如 图 1、2, 把 平面 角 从 立体 图 形 中 
“ 切 "出 来 , 易 发 现 <4DB 与 《4DC 是 定量 , 从 
而 获得 解 题 线索 . 
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图 1 图 2 

在 立体 几何 问题 中 , 若 作出 的 图 形 较 复杂 ， 
线 面 关系 不 易 寻 找 , 则 可 引导 学 生 进 行 图 形 解 
剖 , 把 一 个 复杂 的 图 形 分 解 为 几 个 简单 的 常见 
图 形 , 并 联想 以 往 知识 , 寻找 解 题 线索 , 这 对 进 
一 步 提高 学 生 的 识 图 能 力 有 很 大 帮助 . 

3. 介 绍 基本 作 图 方法 , 直接 训练 作 图 能 力 

画 空间 图 形 的 直观 图 , 首先 要 画 好 平面 , 万 
其 是 相交 的 平面 , 另 可 引导 学 生 总 结 一 些 基 本 
方法 和 作 图 顺序 , 使 他 们 明确 画图 要 领 , 掌握 
画 法 和 程序 ， 画 结构 比较 复杂 的 几何 直观 图 ， 
应 要 求学 生 先 根据 文字 描述 进行 空间 想象 , 在 
脑海 中 形成 一 个 基本 图 形 , 然后 画 出 草图 , 大 
致 确定 图 形 的 形状 、 大 小 和 元 素 间 的 位 置 关 系 ， 
分 清 哪 些 是 可 见 的 轮廓 线 , 哪些 是 不 可 见 的 , 最 
后 再 画 出 正式 的 直观 图 . 直观 图 的 作 图 顺序 是 
由 前 到 后 、 先 线 后 面 、 保 持平 行 . 实 虚 分 明 . 

三 、 突 出 转化 , 在 应 用 中 突破 

立体 几何 中 所 蕴含 的 数学 思想 方法 非常 丰 
富 , 其 中 最 重要 的 就 是 转化 的 思想 方法 ， 它 贯 
穿 立体 几何 教学 的 始终 ,在 立体 几何 教学 中 占 
有 很 重要 的 地 位 . 立体 几何 中 的 转化 主要 是 空 
间 问 题 向 平面 问题 的 转化 , 具体 从 以 下 几 个 方 
面 着 手 . 

1. 位 置 关系 的 转化 

线 线 、 线 面 ` 面 面 平行 与 垂直 的 位 置 关 系 是 
立体 几何 中 的 一 个 重点 内 容 , 其 精髓 就 是 平行 
与 垂直 位 置 关 系 的 相互 依存 及 转化 , 平行 与 垂 
直 问 题 不 但 能 横向 转化 , 而 且 可 以 纵向 转化 . 

案例 2 设 矩 形 4BCD, 刀 .下 分 别 为 4PB、 
CD 的 中 点 , 以 五 F 为 棱 将 抢 形 折 成 二 面 角 4 一 
EF 一 C0' (如 图 3). 

求证 : 平面 4B'E// 平 面 DC'F. 

分 析 一 (纵向 转化 ): “AE/DF, AE yg 
平面 DC'R .4 三 /平面 DC/' 书 . 

同 理 , B'EB// 平 面 DC'T. 
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色 ABNBE= ER, 
.平面 4B'B// 平 面 DO'F. 


图 3 

分 析 二 (横向 转化 ): “…* AE 上 EF, B'E 
上 EF, 有 AENB'E = FE,.. EF 1 平面 
AB'E. 同 理 , BF | 平面 DO'F. 

“平面 4B'E /平面 DC'F. 

2. 降 维 转 化 

由 三 维 空间 向 二 维 空间 转化 , 是 研究 立体 
几何 问题 的 重要 数学 方法 之 一 . 降 维 转化 的 目 
的 是 把 空间 的 基本 元 素 转化 到 某 一 个 平面 中 
去 , 用 学 生 们 比较 熟悉 的 平面 几何 知识 来 解决 
问题 . 如 空间 的 线 面 垂直 的 判定 定理 的 证 明 就 
是 转化 为 证 明 平 面 的 三 角形 全 等 的 问题 . 

案例 3 ” 设 正三 棱锥 5- 4BC 的 底 边 长 为 
a, 侧 楼 长 为 2a, 过 4 作 与 侧 棱 35B、5C 都 相 
交 的 截面 AEF (如 图 4), 求 这 个 截面 周 长 的 最 
小 值 . 

分 析 : 这 类 问题 通常 都 是 将 几何 体 的 侧面 
展开 成 平面 图 形 来 解决 . 

沿 侧 棱 54 将 三 棱锥 剪 开 , 得 侧面 展开 图 
(如 图 5)， 





3 S 
LN 
A Aa C A A 
B ( 
图 4 图 5 


则 求 截 面 人 4EF 周 长 的 最 小 值 问 题 就 转 
化 为 侧面 展开 图 中 求人 4、4' 两 点 的 最 短 连 线段 
长 的 问题 ( 解 略 ). 

又 如 蜡 面 直线 所 成 的 角 、 线 面 角 、 面 面 角 
的 计算 , 最 终 可 以 转化 为 平面 上 两 相交 直线 成 
的 夹 角 来 进行 计算 的 . 

实现 空间 问题 向 平面 问题 转化 的 方法 很 
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以 课 例 研究 为 载体 的 高 中 教研 活动 一 例 


200070 上 海 市 闸北 区 教育 局 教研 室 备 小 万 


为 了 贯彻 上 海 市 二 期 课 改 精神 , 闸北 区 教 
研 室 数学 学 科 开 展 了 一 系列 的 以 课 例 研究 为 
载体 的 教研 活动 . 我 们 采用 主题 引导 , 问题 驱 

动 的 案例 研究 方式 , 如 图 1 所 示 : 
- 藉 住 问题 | -| 制定 主题 | -|[ 寺 择 课 古 | -| 试 讲 
总 结 与 提炼 反思 
以 课 例 为 载体 的 教研 活动 流程 图 

图 1 

下 面 , 仅 以 一 例 来 展现 我 们 以 课 例 研究 为 








教 
学 























和 TAAL~N 


多 , 常用 的 就 有 : 平移 法 、 射 影 法 、 展 开 法 和 
辅助 面 法 等 等 . 

3. 等 积 转化 

“等 积 法 ”在 初中 平面 几何 中 就 已 经 有 所 应 
用 , 是 一 种 很 实用 的 数学 方法 与 技巧 . 立体 几 
何 中 的 “等 积 转化 "是 以 面积 、 体 积 作为 媒介 ， 
来 沟通 有 关 元 素 之 间 的 联系 . 如 求 线 面 距离 ， 
就 可 以 通过 转化 为 点 面 距离 、 再 转化 为 三 楼 
锥 的 高 , 最 后 利用 等 积 法 使 问题 得 到 解决 . 

案例 4 如 图 6, 已 知 4BCD-A1B1C1D1 
是 楼 长 为 a 的 正方 体 ， 户 、 卫 分 别 为 楼 AAi、 
CC1 的 中 点 , 求 四 棱锥 41 一 上 BFDi 的 体积 . 








图 6 
略 解 : 易 证 四 边 形 一 BFD1 是 菱形 , 连结 
AiC1、 EC1、AGC1、 AD1, 则 


VA1_EBFDi=2VA,_ grFDi=2VF_AiED: 


核心 的 教研 活动 过 程 . 

一 、 选 题 一 立足 解决 问题 

在 2002 年 下 半年 , 闸北 区 教研 室 组 织 了 一 
次 关于 学 生 数学 学 习 方式 的 调查 , 分 别 对 高 中 、 
初中 的 优等 生 、 中 等 生 与 学 困 生 进行 了 问卷 调 
查 , 获得 有 效 学 生 问 卷 509 份 , 据 此 统计 各 项 填 
管 资料 的 百分比 . 其 中 有 一 个 情况 引起 了 我 们 
的 关注 . 在 回答 “你 是 否 襄 欢 数学 应 用 题 " 这 一 
问题 时 , 统计 结果 表明 : 学 生 的 数学 学 习 水 平 
与 学 生 对 应 用 题 的 感 兴趣 程度 呈 明 显 正 相 关 . 





和 TT 


三 2Yc -4iBDi = 2VE_AiC1D! 

一 Y4_4cyD， = BY 正 方 体 4C， 等 6 

4. 数 形 转 化 

著名 数学 家 华罗庚 说 过 “ 数 缺 形 时 少 直 观 ， 
形 缺 数 时 难 入 微 .” 因 此 在 研究 立体 问题 的 过 
程 中 要 注意 把 数 和 形 结合 起 来 考察 , 把 几何 问 
题 转化 为 代数 问题 , 以 计算 代 蔡 严密 的 逻辑 推 
理 证 明 . 新 教材 中 增添 空间 向 量 内 容 , 正 是 这 
一 思想 方法 的 体现 , 用 空间 向 量 解决 立体 问题 ， 
用 定量 的 计算 代 蔡 了 定性 的 分 析 , 为 解决 传统 
的 纯 立 体 问题 提供 了 通 法 , 从 而 有 效 地 避 开 了 
立体 几何 中 繁琐 的 位 置 关 系 的 判断 , 并 且 思 路 
清晰 , 表达 简洁 ,为 解决 空间 距离 及 证 明 垂 直 和 
平行 等 问题 开辟 一 条 新 途径 . 这 方面 的 文章 较 
多 , 本 文 不 再 蒙 述 . 

立体 几何 的 教学 , 关键 是 要 调动 学 生 的 学 
习 兴 趣 , 让 他 们 学 会 联想 与 转化 . 立体 几何 的 
许多 定理 、 结 论 源 自 实际 生活 , 源 自 平面 几何 ， 
要 教会 学 生 联 想 实 际 模型 , 联想 平面 中 已 经 熟 
悉 的 知识 , 借助 可 取 之 材 来 建立 空间 想象 , 加 
强直 观 教学 , 从 而 有 效 地 培养 他 们 的 空间 想象 
力 , 提高 他 们 解决 立体 几何 问题 的 能 力 . 
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(如 图 2 所 示 ). 

































































另外 , 期 未 高 三 区 统 测 结果 也 显示 : 学 生 的 
数学 学 习 水 平 与 解决 应 用 问题 的 水 平 呈 明显 正 
相关 . 这 一 情况 提示 我 们 , 加 强 应 用 问题 的 孝 
学 可 能 有 助 于 学 生 的 学 习 . 于 是 我 们 围绕 如 何 
加 强 应 用 问题 的 教学 展开 了 深入 的 教研 活动 

首先 , 我 们 面向 全 区 高 中 数学 教师 征集 应 
用 性 课题 , 其 中 新 中 高 级 中 学 提供 的 “利用 数 
学 知识 探究 水 土 流失 问题 "被 选中 ， 这 个 选 是 
主题 鲜明 , 具有 时 代 感 和 探究 性 ,所 需 数学 知 
识 适合 高 中 学 生 的 水 平 . 我 们 在 新 中 高 级 中 学 
组 建 了 课题 组 , 成 员 包 括 区 数学 教研 员 、 主 讲 
教师 和 其 他 十 一 名 三 十 五 岁 以 下 的 青年 教师 

二 在 实践 与 反思 中 收获 

为 了 说 明 课题 组 教师 这 次 教研 活动 过 程 中 
教学 观念 转变 的 历程, 先 概要 介绍 本 节 课 主 要 
内 容 

基本 背景 材料 

数据 一 : 我 国 近 4 年 (1999 年 -2002 年 ) 完成 
退耕 还 林 数 据 
1999 年 | 0 [200 年 [200 下 


数据 二 :我 国 现 有 水 土 流 失 面积 为 179 万 平 


方 干 米 , 全 国 15-25 度 的 坡 耕 地 面积 为 1.9 亿 亩 
(2002 年 9 月 数据 ). 

数据 三 :《 光 明日 报 》 报 道 :全 国 25 度 以 上 
待 还 林 的 坡 耕 地 面积 为 9100 万 亩 (2000 年 4 月 
数据 )， 

基本 教学 环节 

(了 ) 提 出 问题 : 根据 背景 材料 中 的 信息 预 
测 : 我 国 到 哪 一 年 能 完成 退耕 任务 ? 

数学 模型 : 函数 拟 合 ; 等 比 数列 求 和 . 

简 解 : 运用 II 图 形 计算 器 的 函数 拟 合 功 能 ， 
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得 出 结论 : 我 国 从 1999 年 开始 的 退耕 还 林 数 
据 按 公 比 为 1.14 的 等 比 数列 计算 可 信和 度 最 高 ， 
且 可 近似 地 认为 2002 年 底 有 待 退耕 的 坡 耕 地 
面积 为 (19000 + 9100) 一 (1141.1 十 1300.5 十 
1482.4) = 24176 万 亩 . 依 题 意 

ee > 24176, n > 9. 

结论 : 我 国 到 2010 年 底 能 完成 退耕 任务 . 

(2) 问题 引申 : 假设 国家 从 2003 年 开始 加 
大 退耕 的 力度 , 要 求 2008 年 底 完成 退耕 任务 ， 
那 应 该 怎么 办 ? 

数学 模型 : 等 比 数列 求 和 公式 及 估算 . 

简 解 : 设 为 在 2008 年底 完 成 退耕 任务 , 从 
2003 年 开始 使 每 年 退耕 面积 的 增长 率 提高 到 
zz 则 1482.4[(1 +2z) 一 1| > 24176, 

(1 十 2) 一 1 

得 x > 0.276. 

结论 : 只 要 把 每 年 退耕 面积 的 增长 率 提 高 
到 27.6% 就 可 以 了 . 

(3) 问 题 深入 : 假定 从 1999 年 开始 , 国家 财 
政 补助 农民 每 雷 500 斤 粮食 , 每 斤 粮食 按 0.7 元 
折算 . 请 大 家 来 算 一 算 : 到 国家 2008 年 底 完 成 
退耕 任务 时 , 国家 财政 共 需 支付 约 多 少 亿 元 ? 

数学 模型 : 特殊 数列 求 和 . 

简 解 : 设 到 2008 年 底 完 成 退耕 任务 时 , 国 
家 财政 共 需 为 农民 支付 补贴 9 万 元 . 

则 S=500x0.7x1000.9x(10 十 1.14 x 
9 二 1.142 x8+1.143 x7)+500x0.7x1482.4x 
(1.276 x6 十 1.2762 x5 十 1.2763 x 4 十 1.2764 x 
3 十 1.2765 x 2 十 1.2765) s 36756085 (万 元 ). 

结论 : 仅仅 10 年 , 政府 给 予 农民 财政 补助 
就 需 约 3.7 千 亿 . 

(4) 问题 延续 : ( 课 后 作业 ) 假定 某 农民 在 政 
府 鼓 励 下 承包 了 一 大 片 坡 耕 地 , 经 过 几 年 的 苦 
心经 营 , 现 已 建成 了 一 初 具 规模 的 林场 . 现在 ， 
他 想 把 林场 稳定 在 一 定 规 模 的 同时 , 又 通过 木 
材 的 上 市 去 获取 尽 可 能 多 的 经 济 效益 , 大 家 不 
妨 帮 他 出 谋划 策 : 看 看 怎样 的 种 植 率 和 砍伐 率 
能 帮 他 实现 这 个 目标 . 
数学 模型 : 等 比 数列 求 和 公式 及 估算 . 
在 教研 过 程 中 , 课题 组 的 成 员 曾 在 许多 问 
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题 上 产生 过 较 大 的 争议 : 


1. 关于 “课堂 容量 " 

在 第 一 次 试 讲 中 , 教师 讲 完 了 上 述 所 有 内 
容 , 其 中 第 (4) 部 分 是 以 成 题 的 形式 给 出 的 . 在 
课 后 的 反思 中 , 课题 组 的 成 员 一 致 认为 内 容 太 
多 , 需要 删 减 , 但 在 删 减 哪些 内 容 上 产生 了 较 
大 的 分 歧 ， 有 些 教师 认为 第 (4) 部 分 并 不 围绕 
主题 “ 涝 耕 ”, 且 解 题 过 程 涉及 的 数列 递 推 问题 
不 是 高 考 重 点 内 容 , 因此 建议 删 掉 , 但 又 担心 
删 掉 后 , 会 使 课堂 容量 不 足 . 另 一 些 教师 建议 
简化 问题 背景 的 引入 或 简化 实际 背景 向 数学 
形式 过 渡 的 过 程 , 理由 是 这 些 过 程 对 学 生 解 是 
关系 不 太 大 . 显然 , 多 数 教师 关注 的 是 “技能 训 
练 " 的 有 效 性 和 课堂 容量 的 丰满 程度 ， 怎 样 把 
握 技 能 训练 的 强度 和 课堂 容量 的 大 小 成 为 课题 
组 讨论 的 焦点 . 不 少 教师 认为 , 对 于 高 中 数学 
课 来 说 , 要 增加 思维 量 , 必须 增加 题目 的 数量 
与 难度 , 因为 数量 可 以 增加 思维 密度 , 难度 可 
以 增加 思维 深度 . 但 有 些 教师 提出 , 思维 是 数 
学 教学 的 核心 , 课堂 容量 的 第 一 指标 应 该 是 思 
维 容量 , 而 非 讲授 内 容 的 多 少 . 思维 是 否 具有 
主动 性 是 衡量 思维 量 大 小 的 一 个 重要 因素 . 与 
主动 探究 相 比 , 让 学 生 被 动 地 多 接受 一 些 内 容 ， 
并 不 能 保证 学 生 具 有 较 大 的 思维 量 . 有 的 教师 
还 补充 说 , 如 果 教 师 所 选 的 应 用 问题 正好 是 学 
生 工 悉 的 题 型 , 学 生 便 可 以 模仿 性 地 迅速 解答 ， 
这 样 的 问题 解决 过 程 思维 量 是 不 大 的 . 最 后 老 
师 们 都 同意 课堂 上 删 掉 第 (4) 部 分 的 内 容 , 并 
将 多 出 来 的 近 10 分 钟 时 间 用 于 开发 学 生 的 思 

2. 关 于 “ 重 过 程 

教师 们 为 了 引导 学 生 亲 喘 经 历 从 提出 问题 
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心 设计 的 引导 学 生 进行 探究 学 习 的 内 容 落 空 . 
在 课题 组 课 后 反思 活动 中 有 些 教 师 怀 疑 " 重 
过 程 " 的 可 行 性 , 理由 是 学 生 已 经 习惯 了 解 现 
成 题目 ,“ 揭 示 过 程 " 很 难 引 起 学 生 的 兴趣 .而 
更 多 的 教师 坚持 认为 , 让 学 生 经 历 过 程 是 重要 
的 , 问题 是 学 生 需 要 经 历 怎样 的 过 程 ? 为 什么 
这 堂 课 上 学 生 经 历 的 过 程 这 么 简捷 ? 我 们 带 着 
问题 再 次 观看 这 党课 的 实录 , 分 析 原 因 , 最 后 
找 出 了 症结 所 在 : 当 哇 现 完 背景 材料 后 , 教师 
提问 :“ 能 否 从 材料 中 探究 出 数学 问题 , 并 尝试 
用 数学 知识 来 解决 … 表面 上 看 , 这 是 一 个 引导 
学 生 主 动 提出 问题 , 主动 探究 问题 的 设 问 . 但 
由 于 前 些 天 教师 曾经 讲 计 一 道 应 用 题 , 是 利用 
等 比 数列 求 和 解决 25° 以 上 坡 耕 地 退耕 的 问题 . 
因此 在 遇 到 背景 很 相似 的 问题 时 , 学 生 们 非常 
习惯 地 进入 了 老 套路 . 

这 提示 我 们 , 教师 不 恰当 的 铺垫 会 束缚 学 
生 的 思维 空间 , 使 他 们 跳 过 了 从 实际 问题 中 提 
取 并 处 理 信息 的 过 程 , 直接 进入 了 解 成 题 的 老 
套路 上 , 使 得 探究 活动 成 为 多 余 . 因此 , 为 了 使 
学 生 真正 经 历 探究 的 过 程 , 教师 应 该 为 学 生 的 
思维 留 有 足够 的 空间 , 让 他 们 自己 去 架 桥 铺 路 ， 
形成 他 们 自己 创造 的 、 富 有 个 性 的 、 或 许 有 些 
缺陷 的 成 果 . 

原因 找到 以 后 , 课题 组 的 教师 们 一 起 为 如 
何 打破 学 生 的 思维 定 势 出 谋划 策 . 有 人 提议 修 
改 原始 数据 , 使 四 年 的 数据 不 完全 符合 等 比 数 
列 , 这 将 使 学 生 不 得 不 采用 多 种 方法 去 尝试 解 
决 , 寻找 最 佳 解 题 方案 ; 有 人 提议 把 相关 信息 
以 工作 单 的 形式 提供 给 学 生 , 这 可 以 为 培养 学 
生 主 动 获取 与 处 理 信 息 创 设 条 件 . 还 有 人 建议 
不 但 要 强调 问题 从 产生 到 解决 的 过 程 , 还 要 把 




















到 解决 问题 的 全 过 程 , 从 多 方面 预计 了 学 生 可 
能 会 遇 到 的 问题 , 设计 了 解决 这 些 问 题 的 策略 
和 多 种 解法 . 可 见 ,，“ 数 学 教学 要 重 过 程 的 观 
点 得 到 了 教师 们 的 赞同 . 但 是 , 在 第 二 次 试 讲 
中 , 学 生 们 并 没有 按照 教师 预期 的 采用 多 种 方 
法 解决 “我 国 哪 一 年 能 完成 退耕 还 林 的 任务 ?” 
的 问题 , 几乎 所 有 的 学 生 都 直接 ”发现 "了 退耕 
是 按照 等 比 数列 的 规律 进行 的 ! 这 使 得 教师 精 


问题 延续 下 去 , 这 些 建 议 在 第 三 次 试 讲 中 均 被 
采用 , 收 到 了 非常 好 的 效果 . 

3. 关 于 “改变 学 习 方式 ” 

在 第 一 次 试 讲 后 , 大 家 一 致 认 识 到 了 促进 
学 生 主 动 学 习 的 重要 性 , 但 讲课 教师 很 泪 丧 , 他 
说 在 这 一 点 上 已 经 动 了 许多 脑筋 ， 比如 多 设 问 ， 
多 让 学 生 讨论 等 , 但 学 生 不 太 配 合 . 在 这 个 问 
题 上 , 大 多 数 教师 认为 不 能 抱怨 学 生 , 应 审视 
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数学 作文 :张扬 学 生 的 数学 个 性 


610068 四 川 师范 大 学 数学 与 软件 科学 学 院 马 岷 兴 





数学 和 语文 一 样 , 也 是 一 种 语言 , 一 种 表 
达 科 学 的 语言 ， 但 是 , 语文 课 有 作文 , 数学 课 
却 没有 . 原因 很 多 , 其 中 一 个 主要 原因 在 于 认 
为 数学 是 冰冷 的 , 对 任何 人 都 一 样 的 , 没有 个 
性 的 . 笔者 和 四 川 省 的 一 些 老师 , 觉得 数学 同 
样 有 “火热 的 思考 ”, 学 生 有 自己 的 “数学 情感 "， 
不 同 的 学 生 具 有 不 同 的 “数学 个 性 ”. 数学 作文 ， 
就 是 让 学 生 张扬 数学 个 性 的 教学 方式 . 

数学 作文 是 开展 数学 文化 教育 的 一 种 教学 
途径 . 它 要 求学 生 用 写作 方式 表达 他 们 的 数学 
观念 , 反映 数学 思考 的 过 程 和 体验 , 以 及 公布 
自己 进行 数学 探究 的 结果 与 存在 的 问题 . 通过 
数学 作文 , 能 够 展示 学 生 的 数学 情感 领域 , 成 
为 透视 学 生 “ 数 学 现实 ”的 一 个 平台 。 反 过 来 ， 
学 生 的 数学 作文 成 为 检视 数学 教学 质量 的 一 
面 镜子 , 能 够 引起 教师 对 其 教育 观 、 数 学 观 和 
学 习 观 的 反省 与 深思 . 

四 川 省 的 一 些 学 校 开展 “数学 作文 "写作 活 
动 已 经 有 好 几 年 了 , 数学 作文 拉 近 了 教师 和 学 
生 的 心理 距离 , 激发 了 学 习 数 学 的 动机 和 灵感 ， 
促进 了 学 习 成 绩 的 提高 ,学 生 确 实 有 写作 “ 数 











和 和 AAAIN~N 


教师 的 设 问 是 否 真 正 具有 探究 性 , 是 否 能 激发 
学 生 讨 论 的 积极 性 . 为 此 大 家 一 起 重新 观看 课 
堂 实录, 对 教师 的 每 一 个 设 问 进行 重新 审视 与 
分 析 . 

在 第 二 次 试 讲 中 , 大 家 感到 教师 讲 得 太 多 ， 
学 生 的 思维 活动 不 是 很 踊跃 , 自主 性 不 强 . 教 
师 没 有 及 时 地 抓 住 课 和 党 上 学 生出 现 的 冲突 进 
行 设 问 , 而 是 迫不及待 地 纠正 错误 , 发 表 自 己 
的 观点 , 丧失 了 许多 引导 学 生 主 动 探 究 与 合作 
交流 的 机 会 . 例如 ,， 当 学 生 在 解决 我 国 到 哪 
一 年 能 完成 退耕 任务 ?” 时 得 出 不 同 的 结论 , 教 


学 作文 "的 愿望 , 他 们 有 感 愿 发 、 有 疑 愿 解 、 有 
奇 愿 探 . 一 位 学 生 在 其 "数学 作文 "中 深情 地 指 
出 : “数学 无 时 无 刻 不 在 无 私 地 奉献 给 我 们 财 
富 , 只 是 我 们 缺乏 一 双 发 现 的 眼睛 .” 一 份 感受 
一 份 情 、 一 种 质疑 一 股 劲 、 一 篇 作文 一 颗 心 . 
下 面 摘 选 一 些 作文 , 来 看 看 学 生 那 双 真 诚 的 眼 
睛 , 也 许可 以 感受 到 学 生 跳动 着 的 数学 脉搏 

一 、 倾听 学 生 们 的 数学 心声 ， 让 他 们 说 出 
来 

数学 学 习 在 折磨 中 进步 

(四 川 师 大 附中 高 中 2003 级 2 班 ， 王 元 ) 

小 学 时 有 不 少 令 我 骄傲 的 事 , 数学 不 错 就 
是 其 中 之 一 . 正 因为 有 这 种 感觉 , 自己 上 初中 、 
高 一 时 学 数学 不 是 很 认真 , 结果 导致 数学 水 平 
不 断 降 低 , 现在 已 到 很 " 臭 "的 地 步 了 . 有 一 段 
时 间 我 对 数学 感到 无 望 了 , 有 一 件 事 令 我 发 生 
了 改变 . 

高 二 开学 时 新 来 了 一 位 数学 老师 王 老 师 . 
他 在 课堂 上 曾 说 过 :你 们 自己 先 做 例题 , 经 受 
折磨 , 过 后 我 再 讲 , 这 样 效果 更 好 , 进步 更 大 .” 
我 照 王 老 师 说 的 去 做 了 , 每 天 晚上 花 很 多 时 间 








和 TT 


师 马 上 指出 错误 的 结论 是 由 于 对 问题 的 初始 
值 处 理 不 当 造 成 的 , 错过 了 一 个 让 学 生 自 己 检 
验 、 自 己 纠正 错误 的 机 会 . 在 改进 后 的 教学 中 ， 
教师 抓 住 这 个 时 机 提问 :“ 这 个 问题 我 们 不 管 从 
哪 一 年 开始 探究 , 都 应 该 得 到 同样 的 结果 , 可 
现在 我 们 得 到 了 两 种 不 同 的 结果 , 大 家 来 找 一 
找 是 什么 原因 "这 大 大 地 激发 了 同学 们 的 好 奇 
心 , 使 他 们 积极 反思 自己 的 解法 , 并 主动 进行 
交流 与 合作 . 

在 课题 组 成 员 的 鼓励 和 帮助 下 , 改进 后 的 
课堂 教学 效果 良好 . 
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“折磨 "自己 , 看 着 对 面 楼 房 中 的 灯 一 八 副 地 烽 
灭 , 而 我 还 要 坚持 奋斗 , 我 真是 “ 造 秦 " 啊 ! 数学 
就 像 渡 河 比 赛 ,“ 顶 兴 高 手 ” 们 用 的 是 快艇 , 而 
我 则 是 在 自由 泳 . 

在 不 断 学 习 之 后 , 知识 丰富 了 , 我 所 能 采用 
的 工具 、 方 法 也 就 逐渐 增多 了 , 从 游泳 变 成 了 
使 用 小 船 . 再 经 过 努力 又 变 成 机 动 船 了 . 虽然 
现在 做 数学 作业 还 很 “ 造 芥 ", 但 当 我 做 出 一 道 
难题 后 真是 很 兴奋 , 这 感觉 就 像 中 国 男 足 小 组 
出 线 , 快 4 多 岁 的 乔丹 率领 奇才 队 再 创 佳绩 一 
样 . 我 坚信 自己 在 受 了 近 二 年 的 “折磨 "后 , 终 











将 架 着 快艇 冲 到 胜利 的 彼岸 
二 、 学 生 需要 建构 自己 的 “数学 意义 ”, 一 
篇 真实 思考 的 记录 


关于 “数学 归纳 法 ”的 疑问 

(作者 ” 杨 功 荣 ”推荐 教师 李 兴 贵 ) 

“数学 归纳 法 ”也 称 “ 完 全 归纳 法 ”( 与 通过 
少数 特例 直接 猜测 一 般 原 理 的 “不 完全 归纳 法 ” 
相对 ), 作为 有 关 自 然 数 命题 证 明 的 一 种 常见 方 
法 , 已 成 为 数学 上 的 经 典 证 明 法 之 一 . 

但 是 ,“ 数 学 归纳 法 ”这 个 名 称 却 似乎 不 大 
合适 .“ 归 纳 ”: 由 一 系列 具体 事实 概括 出 一 般 
原理 (与 演绎 相对 ). 由 这 个 定义 可 以 看 出 , “不 
完全 归纳 法 ”倒是 很 合适 数学 归纳 法 "显然 有 
些 文 不 对 题 . 因为 它 所 涉及 到 的 自然 数 问题 的 
例子 是 无 限 的 , 是 不 能 通过 穷 举 法 一 一 验证 的 . 
归纳 过 程 是 一 切实 验 科 学 的 基础 , 可 是 它 永 远 
不 容 于 严格 的 数学 . 不 但 用 它 来 证 明 数 学 命题 
是 不 可 靠 的 , 甚 于 用 它 来 确证 某 条 真理 也 是 不 
适合 的 . 因为 要 证 明 一 个 数学 问题 , 不 论证 实 
多 少 例子 也 是 不 够 的 . 

数学 是 演绎 科学 , 数学 命题 只 要 不 会 引出 
逻辑 上 的 矛盾 就 是 真 的 .由 此 也 可 看 出 “ 完 
归纳 法 ”并 不 含有 系统 、 全 面 实验 的 意思 ， 那 
么 ,“ 数 学 归纳 法 ”的 本 质 到 底 是 什么 ?让 我 们 
来 看 一 看 其 证 明 过 程 . 第 一 步 , n = 1 时 命题 
成 立 , 即 是 奠基 步 , 第 二 步 设 n = 时 成 立 得 
n 三 上 十 1 时 成 立 , 这 是 递 推 步 , 反复 如 此 , 可 
穷 举 自然 数 的 无 限 集 . 综 上 所 述 , 尽管 名 称 都 
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是 约定 俗 成 的 , 我 还 是 认为 “数学 归纳 法 " 称 为 
递 推 ( 归 ) 法 在 逻辑 上 似乎 更 合理 些 . 

三 、 这 是 学 生 自 编 、 自 演 、 自 评 的 数学 题 . 
让 他 们 展示 一 下 自己 的 视角 

金子 论 

(成 都 市 树 德 中 学 谢 俊彦 ”推荐 教师 李 
兴 贵 ) 

“闪光 的 不 

这 是 一 句 不 知 某 年 某 月 某 日 某 位 高 人 所 说 
的 话 . 细 细 品味 , 还 颇 有 点 味道 : 

1. 本 格言 适用 于 那些 不 被 人 重视 , 但 极 有 
能 力 者 , 将 来 会 发 光 . 

2. 本 格言 “闪光 的 ”是 “金子 ”的 必要 不 充分 
条 件 ;“ 人 金子 ?是 “闪光 的 ?充分 不 必要 条 件 . 

前 者 几乎 人 尽 皆 知 , 后 者 恐怕 连 那 位 某 年 
某 月 某 位 高 人 都 没 讲 过 吧 . 

其 实 , 这 是 一 个 很 简单 的 数学 逻辑 : 

“闪光 的 不 一 定 是 金子 ”, 可 用 数学 符号 表 
示 为 : 闪光 疹 金子. 

“是 金子 一 定 会 闪光 ”, 同样 可 表示 为 :金子 
芒 闪 光 . 

综 上 所 述 , 就 可 以 得 到 “闪闪 "是 “金子 ”的 
必要 不 充分 条 件 ;“ 金 子 ”是 “闪光 ”的 充分 不 必 
要 条 件 . 以 上 可 引出 以 下 两 点 值得 注意 和 讨论 
的 地 方 . 

1. 关于“ 全” 

“过 ”表示 推断 ， 由 “S” 前 的 可 以 推断 出 
“过 ”后 的 . 关于 这 , 我 有 道 例题 值得 拿 出 来 探 
讨 . 


3 





定 是 金子 ; 是 金子 一 定 会 办 














例 : 判断 命题 “ 若 m > 0 则 2X2 十 Xx 一 m= 
0 有 实数 根 ” 的 逆 否 命题 真 假 . 

解 : ( 道 否 命题 ) 若 十 x 一 m = 0 无 实数 
根 , 则 m < 0. 

初 遇 此 题 , 我 的 想法 是 : 当 m = 0 时 , 原 方 
程 仍 有 实 根 , 此 命题 为 假 , 可 这 又 与 “ 原 命题 为 
真 , 其 逆 否 命题 也 为 真 " 相 闭 . 当时 我 蔡 思 不 得 
其 解 , 后 来 发 现 我 犯 了 一 个 大 错 . 

“大 D 则 4 为 真 , 是 指 由 p 经 过 推理 论证 可 
得 出 g, 也 就 是 说 : 如 果 p 成 立 , 那么 9 一 定 成 

(下 转 第 10-3 页 ) 
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错误 的 调查 和 分 析 


215400 江苏 省 太仓 市 实验 中 学 赵 红 琴 


学 生 在 代数 表达 式 变形 过 程 中 碰 到 的 困难 
和 所 犯 的 错误 , 早 在 几 十 年 以 前 就 已 引起 了 研 
究 人 员 的 兴趣 . 为 了 更 好 地 了 解 学 生 在 化 简 代 
数 式 时 和 常 犯 的 错误 , 笔者 在 2004 年 5 月 下 旬 到 
6 月 下 旬 对 江苏 省 太仓 市 实验 中 学 和 太仓 市 第 
一 中 学 、 南 郊 中 学 三 所 学 校 中 的 共 401 名 七 年 
级 和 八 年 级 的 学 生 作 了 问卷 调查 (七 年 级 226 
名 和 八 年 级 175 名 ). 并 对 其 中 20 名 学 生 进 行 
了 访谈 . 七 年 级 测试 卷 的 题目 如 下 : 

(一 ) 将 下 列 式 子 写成 最 简 的 形式 : 


(1) 6z + 37; (2) 6z . 37; 

(3)37 一 67; (37 (—6); 
(5)6z : 3; (6) 一 3 十 6z; 
(7)27 十 3 一 37; (8) —Zz + 2— 22 十 ]1; 
(9)(6z + 3z)?2; (10)272 一 Z 一 572; 
11) (一 4z 十 3) 十 (一 1 十 27); 

12) (—4zx + 3) — (1 十 2z); 





( 
(12) 

(13) 一 2(3z 一 8). 
(二 ) 当 x = 一 5 时 , 求 第 一 题 中 代数 式 (7) 
和 (8) 的 值 

八 年 级 测试 卷 的 题目 如 下 : 
A 

(—47z +3)— (-1+22); 
(一 a 十 3)( 一 1 十 22); 
。 一 3); 

8 








122z3 — 27x2) — 37(27 + 1)(27 — 1); 
一 Z — 3y)(3y 一 2); 

s+ VE (13)z a 

(1) 当 zx = 一 3 时 , 求 代数 式 (10) 的 值 ; 


(= 
( 
( 
( 
( 
( 
(9 
( 
( 
( 
( 
当 z = V2 十 1 时 , 求 x? 一 2x 一 3 的 值 . 


ul 


(2) 


1. 常 见 错误 

调查 过 程 中 发 现 由 于 受 思维 定 势 的 束缚 ， 
在 解 题 时 对 题目 中 条 件 要 求 考 虑 不 周全 , 同时 
对 公式 法 则 理解 不 透 , 缺乏 知识 的 综合 能 力 和 
应 用 能 力 , 造成 知识 间 的 干扰 ,导致 了 各 种 各 
样 错误 的 发 生 . 

(D 代数 式 与 方程 

错 把 代数 式 的 恒 等 变 形 和 方程 的 同 解 变形 
相 混淆 方程 中 含有 等 号 , 方程 才 可 以 在 等 号 
两 边 同 时 乘 以 或 除 以 一 个 数 进行 变形 , 而 代数 
式 的 恒等式 变形 的 每 一 步 计 算 值 不 改变 . 在 化 
简 -3+6z 这 题 时 , 被 调查 的 对 象 中 68.2% 的 学 
生 知道 不 可 以 继续 化 简 , 错误 的 学 生 中 有 18 人 
的 答案 化 为 =1 二 2z, 还 解释 是 “ 约 分 ”了 ， 全 
位 获 江苏 省 竞赛 一 等 奖 的 学 生 将 其 化 为 一 3 十 
Zz, 还 说 这 是 同时 缩小 6 倍 . 有 人 给 出 的 答案 为 
1 一 2z, 说 是 两 因数 同时 除 以 3， 还 有 人 将 
-6z +16 = -到 z = -Sz 有 的 学 生 说 看 见 
求 代数 式 “-z 十 2 一 x? 十 1” 的 值 时 的 第 一 反 
应 是 “怎么 还 出 现 一 元 二 次 方程 ?” 有 的 答案 为 
2 一 二 ,理由 是 -一 z2 二 一 3, 学 生 将 代数 式 
中 的 字母 称 为 未 知 数 , 好 几 个 学 生 甚至 直接 来 
解 方程 , 如 “37x : (一 6), 37 = 6, 7 = 二 22， “27 十 
3 一 3z, 一 X 二 一 3, 7X 二 3, 有 一 位 学 生 12 题 
化 简 代数 式 中 , 有 7 道 全 是 做 的 解 方程 . 

(I) 公 式 和 法 则 

被 调查 的 八 年 级 学 生 中 , 有 近 35 儿 的 同学 
不 能 正确 使 用 公式 (a 十 0)?=Q? + 2ap 十 刀 , 对 
于 公式 中 的 a.5 指 什么 不 明确 , 磁 到 符号 系数 
也 不 能 灵活 使 用 . 如 (一 8 一 2x)?= 一 (8 二 2x)? = 
一 (64 二 327z 十 472) = —64—327x—47x2, (8—27x)? 
= 2(4 一 2Z)2=2(16 — 8z 十 2Z2) = 32 一 16z 十 
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27?. 对 于 (8z 一 2z) 2 有 52% 的 同学 先 合 并 
得 (6x)*=36z?， 另外 的 同学 直接 采用 完全 平 
方 公式 , 但 采用 公式 的 人 中 有 60% 的 最 后 答 
案 为 64z2 十 472 一 32z=68z2 一 327z. 对 于 
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中 却 发 现 学 生 在 改写 时 会 犯 各 种 错误 . 如 62z : 
3= 18z, 6z :3= 67x—3,37:.(-6)= 372—6, 
(3z -8) : 2 = 3z : 10 等 等 同时 符号 问题 又 
是 学 生 常 党 忽略 的 问题 . 例如 七 年 级 测试 卷 最 





(一 4 十 3)( 一 1 十 22) 有 不 少 同 学 这 样 化 简 42 
8 一 3 二 6z=22 一 3， 还 有 一 个 学 生 说 :“ 将 
同类 项 相 乘 , 即 -47z 乘 2z, 加 上 3 乘 -1”. 对 
于 (一 4z 十 3) 一 (一 1 十 27x), 一 个 学 生 说 :“ 第 一 项 
(一 1) 变 号 , 另 一 项 不 变 ”". 有 些 学 生 错 误 地 运用 
法 则 :“27z2 一 z 一 57z2 一 47 一 z 一 252 一 一 222, 因为 
这 里 必须 先 计算 乘 方 .” 又 如 一 z 十 2 一 Z2 十 1 = 
3 一 2z, 理由 是 一 x 与 一 2 是 同类 项 , 所 以 可 以 
合并 同类 项 . 尽管 在 课堂 上 , 教师 经 常 向 学 生 
提 及 运算 的 基本 性 质 . 但 访谈 时 学 生 却 很 少 提 
及 . 一 些 学 生 提 到 的 运算 律 常常 是 错误 的 , 如 
一 个 学 生 写 出 3z + 6z = 97 后 解释 说 这 是 “ 利 
用 结合 律 ". 另 一 个 学 生 写 出 (一 8 一 2z) 一 8 一 
(2z)2，(6z 十 3z)2 一 6z2 十 3z2 一 9z2， 并 解释 
说 “利用 了 分 配 律 ". 对 一 3 十 6z 说 将 两 个 数 一 3 
和 6 加 起 来 , 得 3z, 还 说 明 是 乘法 结合 律 . 

( 亚 ) 代数 式 和 因 式 分 解 

化 简 代数 式 即将 代数 式 通 过 去 括号 、 合 3 
同类 项 将 代数 式 化 成 最 简单 的 形式 . 而 因 式 分 
解 要 求 将 多 项 式 化 为 积 的 形式 . 不 少 学 生 不 明 
要 求 造成 混乱 , 如 (-4z 十 3) 一 (-1 二 2z) = 

67z 十 4= 一 2(37 一 2), 又 如 (一 x 一 3y)(3y 一 

7)=7? — 9 =(z + 3y) (2 — 3y), (-8—27) = 
64 十 32z 十 47? 二 4(16 十 8z 十 22). 还 将 最 后 一 
步 解 释 为 去 括号 法 则 或 者 是 提取 公 因 式 . 

(IV) 代数 式 和 代数 式 的 值 

在 化 简 代数 式 时 , 有 的 学 生 自 己任 意 取 
个 具体 的 数 代 入 计算 , 把 所 得 的 代数 式 的 值 就 
当 作 是 代数 式 化 简 的 结果 . 有 一 位 平时 数学 成 
绩 不 错 的 学 生 在 化 简 -3 十 6z 时 , 说 因为 Z 可 
能 等 于 0, 那么 6 x 0 = 0, 所 以 一 3 十 0 就 等 于 
一 3, 所 以 一 3 十 67x = 一 3. 对 于 “2z 十 3 一 37”， 
一 个 学 生 说 “把 x 当成 1, 得 3 十 (1) = 2. 得 
27 十 3 一 37 一 2.” 

(V) 改 写 和 符号 

学 生 很 愿意 进行 改写 代数 式 , 但 是 在 调查 














后 一 题 当 z = -5 时 , 求 -z 二 2 一 22 十 1 的 值 . 
这 道 题 的 正确 率 只 有 58%, 错误 大 部 分 就 是 符 
号 问题 . 不 少 是 这 样 写 的 一 (一 5) 十 2 一 (一 5)? 十 
1 二 5 十 2 十 25 十 1 = 33, 有 的 是 一 开始 代入 
就 发 生 错 误 : -5 十 2 一 (-5)2 十 1= 一 27. 

(VD) 计算 

这 类 错误 主要 是 指 对 于 公式 和 法 则 、 运 算 
律 等 的 运用 、 变 形 都 是 正确 的 或 者 求 值 时 的 代 
入 、 符 号 也 是 正确 的 , 但 在 应 用 四 则 运算 的 过 
程 中 出 现 的 计算 错误 . 

(VI) 其 他 

主要 是 没有 化 简 到 最 简 形式 以 及 不 会 做 . 
如 把 (9z)? 作为 最 后 结果 , 有 部 分 同学 对 于 有 
困难 的 题目 不 解 , 还 有 干脆 写 上 不 会 或 无 解 . 

2. 错误 的 变化 

七 年 级 共 226 份 试卷 . 每 份 15 题 (13 题 化 
简 2 题 求 值 ), 共 3390 个 答案 , 错误 和 没有 做 的 
人 次 743, 正确 率 为 78%. 

各 类 错误 统计 如 下 : 














| 57 | 288 | 19 | 14 | 102 | 68 | 195 | 743 | 

八 年 级 共 175 份 试卷 . 每 份 15 题 (13 题 化 
简 2 题 求 值 ), 共 2625 个 答案 , 错误 和 没有 做 的 
人 次 369, 正确 率 为 85%. 


各 类 错误 统计 如 下 : 
oT Ta | 7 |37| 4 | 33 | 369 

根据 上 上 而 两 个 表格 中 各 类 确 误 的 数据 分 
别 算出 它们 占 总 错误 数 的 百分比 可 以 得 到 两 
个 年 级 各 类 错误 的 频率 , 如 图 1 

八 年 级 的 正确 率 比 七 年 级 提高 了 一 些 . 两 
个 年 级 第 I 类 错误 的 比例 都 非常 高, 但 是 其 中 
七 年 级 主要 偏向 于 法 则 的 错误 应 用 , 而 八 年 级 
主要 偏向 于 对 公式 的 错误 应 用 . 

受 因 式 分 解 的 影响, 在 八 年 级 中 第 下 类 错 
误 明 显 增加 , 因为 涉及 到 二 次 根 式 的 化 简 和 计 
算 , 第 VI 类 计算 错误 没有 下 降 . 但 是 第 I、N、 
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V、VI 类 错误 都 有 不 同 程度 的 减少 . 八 年 级 受 
方程 变形 影响 的 学 生 少 了 , 不 化 简 到 最 简 形 式 
以 及 不 做 的 也 减少 了 . 

两 个 年 级 各 类 错误 频率 








| 国 从 年 级 























3. 对 错误 的 分 析 

(1) 等 号 意义 的 不 明确 

在 算术 中 等 号 表示 要 做 一 个 运算 过 程 , 并 
得 到 结果 . 其 意义 是 指 从 左 到 右 的 单 向 的 运 
算 . 但 是 代数 中 等 号 除了 在 一 些 场合 中 也 有 这 
种 意义 外 , 更 多 的 情况 下 是 表达 量 的 对 称 、 平 
衡 或 传递 关系 , 是 一 种 显示 相等 的 关系 结构 , 应 
当 同 时 理解 为 从 左 到 右 , 也 可 以 从 右 到 左 . 学 
生 对 等 号 的 理解 停留 在 算术 水 平 上 , 那么 理解 
与 使 用 就 会 产生 问题 . 犯 第 I 类 错误 的 学 生 , 将 
化 简 代 数 式 做 成 解 方程 , 一 方面 我 们 理解 为 与 
解 方程 知识 发 生 混淆 ,， 另 一 方面 , 因为 在 学 生 
的 想法 中 , 几 是 要 进行 运算 , 要 求 得 到 一 个 结 
果 , 就 一 定 要 加 上 等 号 ,“ 算 出 了 x 的 值 心里 就 
踏实 了 .” 一 些 学 生 在 化 简 代数 式 时 , 得 到 结果 
后 , 又 会 接着 写 上 等 号 , 随后 写 上 一 个 数 , 犯 了 
第 IV 类 错误 . 因为 他 们 总 想 将 结果 表示 成 一 
个 ” 数 或 式 , 不 能 带 运 算 符号 ， 当 不 知 写 什 么 
时 , 就 随便 将 字母 取 一 个 常见 的 数 , 代入 计算 
后 作为 结果 . 

(2) 运 算法 则 的 错误 运用 

在 化 简 代 数 式 中 最 常见 的 错误 当然 是 运算 
法 则 方面 的 错误 , 也 就 是 第 I 类 错误 .这 种 错 
误 的 背后 就 是 对 代数 式 句 法 的 理解 问题 , 代数 
式 将 运算 结构 关系 表示 出 来 后 , 同时 也 蕴含 了 
一 些 未 明确 标 出 的 约定 的 规则 , 如 运算 的 等 级 ， 
记号 的 省 略 等 等 . 如 第 V 类 改写 和 符号 的 错误 ， 
37:(-6) =37z 一 6, (37—8):2= 3z:10 
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等 等 . 如 果 学 生 对 代数 符号 表达 式 的 领会 只 是 
停留 在 概念 上 的 话 , 那么 面 对 化 简 过 程 的 基本 
法 则 或 性 质 , 就 会 产生 各 种 误解 . 如 -3 十 6z 说 
将 两 数 -3 和 6 加 起 来 , 得 3z, 这 类 错误 经 常 出 
现 , 学 生 是 将 合理 的 代数 运算 法 则 过 分 地 推广 
了 . 实际 上 其 中 的 深层 原因 , 是 学 生 将 字母 作 
为 具体 对 象 的 标记 了 , 他 们 先 按 算术 法 则 去 计 
算 , 然后 再 添上 字母 . 又 如 对 于 6z + 3z:“ 做 加 
法 的 时 候 , 将 系数 相 加 , 再 写 上 z.” 一 个 孩子 
把 这 个 法 则 用 到 乘法 6z .3z 上 来 :我 必须 先 把 
系数 相 乘 , 然后 写 上 z.” 因 而 这 是 一 种 因 思考 
停留 在 算术 水 平 上 而 引起 的 问题 . 

(3) 思维 定 势 带 来 负 迁 移 

思维 定 势 是 心理 活动 的 一 种 准备 状态 , 这 
种 准备 状态 容易 影响 人 对 刺激 情景 以 某 种 习惯 
性 的 方式 进行 反应 . 这 种 准备 状态 干扰 另 一 种 
知识 技能 的 掌握 , 对 新 问题 的 解决 产生 抑制 作 
用 . 即 负 迁移 . 如 第 五 类 错误 就 是 体现 了 化 简 
代数 式 受到 因 式 分 解 的 负 迁 移 的 影响 ,，( 一 x 一 
3y)(3y 一 x) 得 到 x? 一 9 后 又 会 “做 回去 ”, 得 
到 (z 十 3y)(x 一 3y). 根据 统计 结果 , 八 年 级 学 
生 犯 此 类 错误 人 次 占 总 的 错误 人 次 的 12.5%. 

孩子 知识 的 建构 并 非 通 过 演绎 推理 来 完 
成 , 而 是 通过 收集 经 验 、 比较 结果 ,一 般 化 以 及 
修正 前 面 的 法 则 来 完成 . 学 生 有 其 自身 的 认 知 
结构 , 对 每 个 新 的 内 容 , 他 们 会 从 自己 的 认 知 
结构 出 发 去 理解 , 这 种 理解 有 时 是 正确 的 , 有 
时 却 是 错误 的 . 教师 应 该 利用 一 切 机 会 对 代数 
法 则 进行 解释 , 努力 提高 他 们 的 理解 能 力 , 同 
时 应 该 参考 学 生 当 前 的 作业 、 他 们 的 疑问 、 观 
念 和 错误 观念 、 自 发 推广 的 结论 等 等 进行 有 和 针 
对 性 的 教学 . 老师 如 果 没 有 在 学 生 原 有 的 知识 
水 平 、 经 验 的 基础 上 帮助 学 生 进行 建构 , 学 生 
的 思维 过 程 无 法 连续 地 进行 , 新 知识 的 联系 不 
牢固 , 表面 上 看 是 记忆 的 问题 :“ 蕊 了 ”, 其 实学 
生还 是 没有 真正 理解 教师 所 讲 的 内 容 . 

在 教学 中 , 应 让 学 生理 解 知识 的 来 源 、 背 
景 , 使 学 生 能 够 亲近 数学 , 同时 帮助 学 生 形 成 
数 感 和 符号 感 . 尽 可 能 在 实际 的 问题 情境 中 帮 
助 学 生 理解 符号 以 及 表达 式 、 关 系 式 的 意义 ， 
在 解决 实际 问题 中 发 展 学 生 的 符号 感 . 
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对 六 年 级 一 节 “ 探 完 活 动 " 课 的 设计 


201300 上 海 市 南汇 区 教师 进修 学 院 黄 家 礼 





根据 工作 安排 , 笔者 在 八 一 中 学 上 了 一 节 
公开 课 , 内 容 是 上 海 版 二 期 课 改 新 教材 六 年 级 
《数学 》 第 一 册 (试验 本 ) 第 一 章 :探究 活动 (二 ) 


在 莫斯科 的 普希金 博物 馆 . 据 书 中 记载 , 此 书 
中 关于 单位 分 数 的 许多 结论 在 公元 前 2700 年 
左右 的 古 埃及 人 就 已 知道 .是 ` 鸭 





一 -将 一 个 分 数 拆 为 几 个 不 同 的 单位 分 数 之 和 |. 
选择 这 个 内 容 有 两 点 考虑 : 1. 这 是 新 课程 标准 
确定 的 专题 研究 内 容 , 笔者 想 作 点 探索 ; 2. 探 
究 活 动 的 教学 是 一 个 新 课题 , 笔者 也 想 作 点 党 
试 . 

布 鲁 纳 说 , 一 个 学 生 不 可 能 只 凭 发 现 法 学 
习 . 在 教学 中 , 不 可 能 每 节 课 、 每 部 分 内 容 都 采 
用 探究 法 , 这 没 必要 , 也 不 可 能 . 再 则 , 也 不 是 
每 部 分 内 容 都 适合 探究 法 . 所 以 , 新 课 标 指出 ， 
“接受 学 习 与 探究 学 习 是 互补 的 >， 同 时 强调 ， 
“在 基础 教育 阶段 , 学 生 学习 数 学 的 方式 以 有 
意义 的 接受 性 学 习 为 主 ”. 因此 选择 什么 内 容 
进行 探究 学 习 是 一 个 值得 研究 的 问题 . 张 英 害 
教授 认为 , 有 三 种 知识 不 宜 探究 ”:1. 超 经 验 的 
知识 ; 2. 不 可 证 明 的 知识 ; 3. 程 序 性 知识 .中 有 
学 者 提出 了 选择 探究 性 学 习 材料 的 四 个 视角 : 
1. 选 择 有 较 强 横向 联系 的 材料 ; 2. 选择 纵向 联 
系 特 征 较 强 的 材料 ; 3. 选 择 能 用 以 推广 或 拓 广 
的 问题 材料 ; 4. 选择 开放 性 的 数学 问题 .外 笔 
者 认为 , 单位 分 数 这 部 分 内 容 具 有 这 些 特征 . 

1. 认 识 单 位 分 数 ， 了 解数 学 的 历史 、 背 景 
与 文化 

分 子 为 1 的 分 数 叫 单位 分 数 , 也 叫 埃及 分 
数 . 

记录 埃及 分 数 成 果 的 《 莱 因 德 纸 草书 》 
(Rhind Papyrus) 是 公元 前 1650 年 左右 的 埃及 
数学 著作 . 作者 是 阿 姆 士 (A’'hmose). 最 早 发 
现 于 埃及 底 比 斯 废墟 中 , 1858 年 由 英国 人 莱 因 
德 ( 阳 . Rhind) 发 现 , 故 得 名 . 此 书 现 保存 在 英 
国 的 伦敦 博物 馆 . 类 似 的 还 有 一 本 纸 草 书 保存 














《 莱 因 德 纸 草书 》 中 记载 的 有 关 单 位 分 数 
的 等 式 , 用 今天 的 符号 表示 有 : 
13 8t521 107 
2 
0- 12176t 1 
2 1 1 1 


59 36 236 5831 
Ti 


有 二 和 39 一 207365， 
2 





101 101 202 303 606’ 


在 ( 彝 因 德 纸 草 书 ) 中 , 给 出 了 形 如 过 (为 
从 5 到 101 的 奇数 ) 的 分 数 分 解 为 单位 分 数 之 和 
的 表达 式 . 在 4000 多 年 前 , 应 该 说 还 谈 不 上 数 
学 研究 , 数学 都 是 应 实际 需要 而 产生 , 在 实际 
应 用 中 得 到 发 展 的 . 二 埃及 人 为 什么 要 把 这 些 
分 数 拆 为 一 些 不 同 的 单位 分 数 之 和 呢 ” 他 们 
又 是 采用 什么 方法 把 一 个 分 数 拆 为 不 同 的 分 
数 之 和 的 呢 ? 这 都 是 一 个 恋 ， 尽 管 埃及 分 数 像 
埃及 的 金字 塔 一 样 , 还 有 许多 未 解 之 谜 , 但 我 
们 从 中 可 以 触摸 到 二 埃及 人 的 智慧 , 感受 到 它 
的 神秘 与 美丽 | 

北大 的 张 顺 燕 教授 说 , 我 们 应 “在 文化 这 一 
更 广阔 的 背景 下 讨论 数学 的 发 展 、 数 学 的 作 
用 以 及 数学 的 价值 , 从 历史 的 文化 的 和 哲学 的 
高 度 鸟 欧 数学 的 全 貌 和 美丽 ” 回 “_ 门 科学 的 
历史 是 那 门 科学 中 最 宝贵 的 一 部 分 , 因为 科学 
只 能 给 我 们 知识 , 而 历史 却 能 给 我 们 智慧 "( 伟 
) 





属 


2. 寻 求 单位 分 数 展 式 , 体验 探究 的 过 程 与 
方法 
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教材 没有 给 出 把 一 个 分 数 化 为 不 同 的 单位 
分 数 之 和 的 一 般 方法 . 为 此 笔者 设计 了 如 下 的 
探究 过 程 : 
ee a 
i 1 
怎样 把 一个 分 数 拆 为 几 个 
的 单位 分 数 之 和 呢 ? 
先 看 最 简单 的 情况 (这 是 华罗庚 教授 倡导 
的 方法 ), 把 = 化 为 两 个 不 同 的 单位 分 数 之 和 应 


两 个 以 上 ) 不 同 





有 如 下 的 过 程 : 
1_ 7+7 __ 7 YY - 
2 2(z+Yy) 2(z+y) 2(z+Yy) 
了 十 了 ， 其 中 z、Y 为 待定 的 正 整 数 . 也 从 最 简 
单 的 情况 开始 . 
St 有 二 20G+T 一 
1 1 1 
20TT 一 20TT 一 3 A 为 两 相同 的 单 


位 分 数 之 和 , 不 合 题 意 . 
1 1 十 2 


一 1 > 2 YY 一 一 = 
J 2 } 


1 
用 5) 符合 题 意 . 











Dy 
1 1 十 3 
—_ — > pe er i 
1 3 1 3 
Es 合 题 意 . 
2 43) + a1 43) 8 + 8 不 合 题 训 


上 述 过 程 通过 课件 的 变化 来 演示 , 直观 、 
简捷 、 明 确 , 更 可 激发 学 生 的 探究 欲望 . 

1 十 2 可 以 , 1 十 1, 1 十 3 不 可 以 , 说 明 z、VY 
是 有 条 件 的 , zx、y 要 满足 什么 条 件 呢 ? 

学 生 探索 得 出 : (1) zx、y 不 能 相等 ; (2) x、 





y 必须 痢 是 分 母 2 的 因数 . 
同 理 , 有 
1 1+3 _1 1 
3 3(1+3) 4’ 
1 1 十 4 1 1 
4 4(1 十 4) 0 5 











更 一 般 地 有 (学 生 自 己 探究 得 出 ) 
1 1+n 1 1 
nN 


n(l+n) nm+1) n+l 
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RE 十 pr a (*) 
有 了 公式 (*), 我 们 可 以 完满 地 解决 前 面 提 
出 的 问题 , 即 :把 一 个 分 数 拆 为 几 个 (两 个 以 上 ) 
不 同 的 单位 分 数 之 和 . 
(1) 当 分 子 为 1 时 即 单位 分 数 ， 直接 由 公 
1 1 
式 得 出 ~ 


i 
0j 当 和 于 为 2 时 有 2 一 二 十 二 = 二 + 
1 1 


nat1) Tin 

(3 i 把 分 子 分 解 为 分 
母 的 因数 之 和 , 通过 有 限 次 的 利用 公式 (*), 总 
ee 同音 人 分 类 之 和 








3 
例 5 9 CO ee 
a 1 和 二 
3 3x4 4 9 3 12 4 


问题 解决 得 很 彻底 , 很 漂亮 . 上述 过 程 , 从 
学 生 已 有 的 知识 出 发 , 从 最 简单 的 情况 入 手 , 经 
过 引导 、 尝 试 、 探 究 , 得 出 公式 (*), 让 学 生 经 
历 知识 的 发 生 过 程 , 接着 又 利用 公式 (*) 把 一 
个 分 数 拆 为 几 个 不 同 的 单位 分 数 之 和 , 让 学 生 
体验 知识 的 应 用 过 程 , 培养 了 学 生 应 用 知识 的 
能 力 . 

3. 发 散 引 申 , 多 向 提出 新 问题 

问题 是 数学 的 心脏 . 提出 问题 比 解 决 问题 
更 重要 . 杨振宁 说 过 : 学 问 学 问 , 就 是 学 会 提出 
问题 . 培养 学 生 提 出 问题 的 能 力 是 探究 性 学 习 
的 重要 目标 之 一 . 由 于 这 部 分 内 容 具 有 纵横 联 
系 、 交 错 的 特点 , 由 此 创设 的 问题 情境 也 具有 
多 向 、 多 维 的 特征 . 它 能 为 学 生 提供 较 多 的 “ 问 
题材 料 ”. 无 论 在 探究 之 前 ,探究 之 中 , 还 是 探 
究 之 后 . 

这 节 课 上 , 笔者 通过 引导 学 生 观察 等 式 : 











于 
提出 了 10 个 问题 
(1) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 同 是 奇数 吗 ? 
(2) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 是 相 邻 的 两 
个 整数 吗 ? 
(3) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 是 相 邻 的 两 
个 奇数 吗 ? 
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(4) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 是 相 邻 的 两 
个 偶数 吗 ? 

(5) 3 拆 为 两 个 不 同 的 单位 分 数 之 和 , 一共 
有 多 少 种 拆 法 ? 

(6) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 是 相 邻 的 两 
个 平方 数 吗 ? 

(7) 等 式 右边 的 两 个 分 母 可 以 是 相 邻 的 两 
个 立方 数 吗 ? 

(8) 二 可 以 拆 为 3 个 .4 个 .5 个 、…… 单位 
分 数 之 和 吗 ? 

(9) 5 可 以 拆 为 两 个 单位 分 数 之 和 , 其 表达 
式 不 是 惟一 的 , 那么 拆 为 3 个 .4 个 .5 个 …. 单 
位 分 数 之 和 , 其 表达 式 都 不 惟一 吧 ? 

(10) 二 拆 为 3 个 单位 分 数 之 和 时 , 3 个 分 母 
可 以 是 3 个 连续 的 整数 吗 ” 可 以 是 3 个 连续 的 
奇数 吗 ? 可 以 是 3 个 连续 的 平方 数 吗 ? 

学 生 说 , 还 可 以 提出 很 多 (学 生 思路 已 打 
开 ) 

一 个 新 问题 , 可 能 就 是 一 个 新 知识 的 增长 
点 ; 可 能 就 是 一 局 窗 , 为 你 打开 一 片 新 天 地 . 上 
述 问题 , 当然 不 一 定 都 有 研究 价值 , 但 是 , 引导 
学 生 从 多 角度 提出 问题 ,对 培养 学 生 提出 问题 
的 能 力 , 对 培养 学 生 的 数学 素养 , 是 有 价值 的 . 

4. 纵 横 拓展 , 寻找 感 兴趣 的 新 课题 

前 面 所 提 的 问题 可 以 作为 一 个 课题 来 研 
完 , 将 课 内 延伸 到 课外 . 但 这 部 分 内 容 还 有 更 
广阔 的 联系 - 

(横向 讲 ， 与 古老 的 “分 牛 "问题 有 联系 
与 灸 地 板 问 题 有 联系 ; 与 幻 方 有 联系 ; 与 不 定 
方程 有 联系 ; 与 级 数 求 和 有 联系 . 限于 篇 幅 , 有 
兴趣 的 读者 可 参看 6] 

(2) 纵 向 讲 ,将 一 个 分 数 拆 为 几 个 不 同 的 间 
位 分 数 之 和 , 如 果 将 展开 的 项 数 、 分 母 的 大 小 
作 不 同 的 限制 , 可 以 得 出 许多 不 同 层次 的 有 趣 
的 问题 

各 31 不 可 能 为 下 单位 分 数 之 和 . 外 

1 


f 
了 = 大 + 7 + 06705' 有 没有 分 母 小 于 
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208725 的 三 个 不 同 单位 分 数 之 和 的 表达 式 呢 ? 
这 是 一 个 还 没 解决 的 问题 | 

又 如 :对 于 > 1 的 整数 , 能 否 将 二 拆 为 三 
个 不 同 的 单位 分 数 之 和 呢 ? 当 1 < m < 107 时 
人 们 已 证 明 是 可 以 的 ; 而 当 ” > 107 时 , 也 是 一 
个 没 解决 的 问题 

1 也 可 以 拆 为 几 个 不 同 的 单位 他 数 考 和 
ee 
3 + 5 能 将 1 拆 为 几 个 分 母 为 不 同 奇数 的 音 
位 分 数 之 和 四 ? 

1976 年 , 有 数学 家 解决 了 这 个 问题 , 他 还 
发 现 项 数 最 少 得 有 9 项 , 即 1 可 拆 为 9 个 不 同 的 
分 母 痢 是 奇数 的 单位 分 数 之 和 , 一 共有 5 个 结 
论 , 它们 是 























1 1 
Tu 
1 m 1 
45 ”231， 
和 下 有 1 1 时 
3 5 7 9 11 15 21 
1 1 
135 10395’ 
ee a pe os | 1 1 由 
8 5 7 9 1 .15 .21 
1 国 1 
165 ”693， 
Te de ae 十 十 
"9 1 15. 2 
1 罗 1 
231 “315， 
Ns es ee 1 1 a 
T8579 1 15. .33 
1 站 1 
45 


有 人 曾 把 * 费 马 定理 " 比 作 下 爹 重 的 * 旺 
鸡 ”, 是 说 在 研究 “ 费 马 定理 ?的 过 程 中 , 提出 并 
解决 了 一 个 又 一 个 有 价值 的 新 间 题 . 从 前 面 的 
讨论 我 们 看 出 , 单位 分 数 也 是 一 个 下 蛋 的 “ 母 
鸡 ”. 
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轨迹 方程 的 反思 


211102 南京 师 大 附中 江宁 


新 课程 的 理念 要 求 : 数学 教学 要 体现 “数学 
探究 ”, 而 “数学 探究 ”要 力求 培养 学 生 善 于 反思 
的 良好 习惯 . 本 文 以 如 下 案例 来 探求 反思 教学 
的 途径 和 作用 . 

问题 ， 如 图 1, 线段 4B 的 两 个 端点 4、B 
分 别 在 + 轴 、y 轴 上 滑动 , |4B| = 5. 点 要是 
AB 上 一 点 , 且 |4M = 2, 点 MM 随 线 段 4B 的 


运动 而 变化 , 求 点 1 的 轨迹 方程 ( 《高 中 数学 ) 
第 二 册 (上 )P97(7) 
2 
B 
O A ZZ 
图 1 
在 探究 中 , 大 多 数学 生 给 出 了 如 下 解法 : 
设 M(zy)、A(as0)、B(0,), 则 点 MM 分 
有 向 线段 AB 所 成 的 比 、 = 3, 由 定 比 分 点 公 
< 
2 ， 
1 十 3 
式 得 1。 2.， 再 由 oz 十 巡 = 25, 化 简 
3 
y = D3 


2 2 
得 点 M 的 轨迹 方程 为 本 十 分 一 1 
对 同一 个 站 是 ,从 多 方位 ,多 角度 地 进行 分 
析 理解 和 反思 , 充分 提取 已 有 知识 信息 , 合理 
挖掘 题目 的 隐 合 条 件 , 就 可 以 找 出 不 同 的 解 是 
途径 . 于 是 , 我 就 和 同学 们 分 组 进行 探索 研究， 
最 终 得 到 如 下 的 几 种 解 题 思路 : 


思路 1 (向 量 法 ): 由 点 2(z,)、A(a,0)、 
B(0,0b), 很 容易 得 到 向 量 O4 = (a,0), 4B = 


(ee 及 RT = ( 3,309), 再 由 向 晤 加 法 的 
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A 
学 案例 
分 校 朱 永 厂 
SM AM+04, 即 (x,y) = 


3) 再 代入 o2 二 可 二 25, 化 简 得 点 M 


x2 
的 轨迹 方程 为 全 十 要 一 1 





思路 2 (参数 法 1): 若 设 直线 4B 的 倾斜 角 
», 点 加 (Z,y)、Ala,0), 可 得 参数 方程 
X=a—2 cos(T 一 Q)， 
0 一 一 3 COS a, 
y=2 sin a, 消去 a 得 | 
y=2 sin a, 
a=5 cos(x—a), 


2 
消去 参数 a 可 得 所 求 轨迹 方程 为 地 + 二 = 
思路 3 (复数 法 ): 复数 与 向 量 一 样 也 具有 形 
的 特征 , 在 某 些 方面 它 又 优 于 向 量 ， 比 如 它们 
的 乘积 又 有 旋转 的 直观 意义 , 故 可 将 向 量 1A 
表示 0 一 ee 180° 再 伸 长 
为 原来 的 3 倍 , 即 乘 以 复数 
we 表示 Es 向 利用 复数 相等 
可 求 得 所 求 轨 迹 为 一 于 二 三 
思路 4 (参数 法 2): 考虑 到 直线 的 参数 方程 ， 
可 设 点 以 (xo, yo), 直线 4B 的 倾斜 角 为 a, 则 
2 一 00 十 tcoSQ 
直线 4B 的 参数 方程 为 ; 
2 三 Vo 十 上 SIn Qt 
(t 为 参数 ), 将 其 代入 zy = 0 得 
(sin a cos a)t? + (yo cosa + Zo sin a)t+ 


zoyo 二 0, 其 两 根 石 、t2 对 应 MA、MB, 则 


妇 十 to = 二 1, 即 
yo cos Q + zo sin oa 


(cos 元 十 isinTr) 


SS (1) 
Sm OC 
又 fb == 一 一 ,而 |4B|? = 25 一 > 
SMO CO 
TOYO 





=24 (2) 
1)、 消去 归 时 守信 i 过 方程 
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解 完 这 道 题 之 后 , 我 们 并 没有 结束 , 而 是 反 
思 限 制 该 问题 的 各 个 条 件 是 否 可 以 加 强 , 能 否 
特殊 化 或 一 般 化 , 舍弃 问题 的 非 本 质 特征 , 筛选 
出 本 质 特征 ， 最 终 各 小 组 长 总 结 得 到 以 下 6 个 
变 式 问题. 

变 式 1: 线段 AB 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
直线 y = zx 和 yy = 一 x 滑动 , |4B| = 5. 点 MM 
是 4B 上 一 点 且 |4M| = 2, 点 M 随 线段 4B 
的 运动 而 变化 , 求 点 MM 的 轨迹 方程 

变 式 2: 线段 AB 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
圆 z2 + 2 = 64 滑 动 , |4B|=5. 点 M 是 AB 
上 一 点 , 且 |4M| = 2, 点 MM 随 线段 4B 的 运动 
而 变化 , 求 点 1 的 轨迹 方程 

变 式 3: 线段 4B 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
椭圆 7 十 35 = 1 上 滑动 , |4B| = 5. 点 MM 是 
AB 上 一 点 , 且 |4M| = 2 点 MM 随 线段 AB 的 
运动 而 变化 , 求 点 1 的 轨迹 方程 

变 式 4: 线段 4B 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
双 曲 线 二 一 各 一 1 的 一 支 上 滑动 , |4B| = 5 
点 MM 是 4B 上 一 点 , 且 |AM| = 2, 点 M7 随 线 
段 AB 的 运动 而 变化 , 求 点 1M 的 轨迹 方程 

变 式 5: 线段 AB 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
抛物 线 刀 = 6z 上 滑动 , |4B| = 5， 点 是 
AB 上 一 点 , 且 |4M| = 2 点 MM 随 线段 4B 的 
运动 而 变化, 求 点 M1 的 轨迹 方程 

考虑 到 点 M 满 足 A5 = 5 的 特殊 性 , 可 
使 其 更 为 一 般 化 为 全 = 亚 ， 从 而 可 得 

变 式 6: 线段 AB 的 两 个 器 点 4、B 分 别 在 
z 轴 、 y 轴 上 滑动 , 4B| = 5. 点 M 是 4B 上 一 
点 且 满 足 全 = 亚 ,点 M 随 线段 4 也 的 运 
动 而 变化 , 求 点 M 的 轨迹 方程 

通过 对 以 上 问题 的 变 式 , 使 我 们 从 会 解 一 
道 题 过 渡 到 会 解 一 类 题 , 起 到 一 把 钥匙 开 多 把 
锁 的 良好 效果 

如 果 到 此 ,我们 放弃 继续 研究 的 话 ,不免 
有 些 遗 憾 , 此 时 可 以 将 题目 条 件 、 结 论 和 内 在 
的 联系 适当 的 变化 、 引申 和 推广 , 使 其 内 在 的 、 
隐 含 的 、 本 质 的 特征 得 以 延 拓 , 经 过 大 家 积极 
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主动 的 探求 和 热烈 讨论 , 最 终 得 到 以 下 5 个 控 
究 问题 : 

探究 1: 线段 4B 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
z 轴 、y 轴 上 滑动 , 14B| = 5. 以 4B 为 边 作 等 
边 三 角形 4BM (其 中 4、M、B 按 顺 时 针 排 
列 ), 求 顶点 MM 及 其 中 心 的 轨迹 . 

探究 2: 线段 4B 的 两 个 端点 4、B 分 别 在 
z 轴 、y 轴 上 滑动 , 4B| = 5. 以 4B 为 边 作 正 
方形 4BCD (其 中 4、B、C、DD 按 顺 时 针 排 
列 ), 求 顶 点 CO 及 其 中 心 的 轨迹 . 

再 换个 角度 , 将 点 4 固定 , 将 定 长 线段 AB 
改变 , 再 让 点 B 绕 不 同 的 曲线 运动 又 可 延 拓 出 
以 下 问题 : 

探究 3: 已 知 定点 4(0,0), 点 BB 在 直线 x 
3 二 0 上 滑动 , 在 射线 4B 上 取 一 点 M， 使 
14B| :14M| = 8, 求 点 MM 的 轨迹 方程. 

探究 4: 已 知 定点 4(0,0), 点 BB 在 直线 zx 
y 二 1 = 0 上 滑动 , 以 4 有 为 边 作 正 A4BM (其 
中 A、B、M 按 顺 时 针 排列 ), 求 点 M 的 轨迹 
方程 


2 
探究 5: 已 知 定点 4(3, 1)， 点 B 在 椭圆 二 


2 
+ 地 = 1 上 滑动 , 连结 4B, 并 把 4B 绕 点 4 顺 
时 针 方 向 旋转 90° 得 4Q, 再 把 AQ 延长 到 MM， 
使 4M = 24Q, 求 点 MM 的 轨迹 方程 

通过 对 以 上 问题 延 拓 和 反思 , 使 我 们 的 因 
路 得 到 拓展 , 能 力 得 到 提高 , 视野 得 到 开阔 

反思 可 以 提高 沟通 新 旧 知 识 的 联系 , 促进 
知识 的 同化 和 迁移 ; 可 以 拓宽 思路 , 优化 解法 ， 
完善 思维 过 程 ， 反 思 对 学 生来 说 表现 为 一 种 
积极 的 探索 活动 和 富有 个 性 化 的 创新 精神 , 它 
具有 挑战 性 , 是 一 种 自我 超越 、 自 我 完善 , 它 可 
以 提高 问题 意识 , 优化 思维 品质 , 是 使 学 生 走 
出 ' 题 海 " 的 有 效 途 径 . 反思 对 于 教师 来 说 , 它 能 
把 教师 从 死 教书 与 教 死 书 中 解放 出 来 , 使 我 们 
从 一 个 只 会 上 课 的 教书 匠 变 成 一 个 会 研究 的 科 
研 型 教师 ， 反 思 是 高 效 的 学 习 方法 , 最 佳 的 纠 
错 手段 它 对 优化 师 生 的 数学 认 知 结构 培养 
思维 的 灵活 性 和 深刻 性 , 批判 性 和 发 散 性 , 适 
应 性 和 创新 性 有 着 不 可 低估 的 作用 
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一 电解 析 几 何 轨迹 题 的 探 完 谋 


200023 上 海 市 户 湾 高 级 中 学 赵 秀 琴 邵 春 和 








上 上海 市 高 二 第 一 学 期 数学 (试验 本 ) 第 128 
页 复习 题 第 五 题 : 

有 一 张 长 为 8, 宽 为 4 的 矩形 纸 片 4BCD， 
按 图 1 所 示 方 法 进行 折 芋 , 使 每 次 折 故 后 点 如 
都 在 AD 边 上 ， 此 时 将 B 记 为 B'( 注 :图 中 的 
BF 为 折 痕 , 点 下 也 可 落 在 CD 边 上 ), 过 BP" 作 


B'T/CD, 交 EBF 于 点 7, 求 点 人 了 的 轨迹 方程 
AB’ D 








图 1 

课 前 要 求学 生 : 先 自主 探索 、 独 立 求解 . 课 
上 要 求学 生 进行 交流 、 讨 论 

一 、 学 生 探究 的 思维 路 径 

Si1: 建立 如 图 2 所 示 的 直角 坐标 系 , 则 A(0， 
4)、C(8,0)、D(8,4). 设 T(z,y), 则 B’(z,4). 
先 求 出 B'B 的 中 点 P (3,2)， 

y 





2 
7 点 的 轨迹 方程 是 y = 一 去 十 2 
S2: 如 图 3, 设 EE(0,5)、T(z,y)、B'(z,4), 
“|B'E|=|EB|, 
(一 02 二 (4 一 中 2 一刀 ， 
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2 
b= 让 +2 Oe Rn Na i We 全 
XkrE i 二 一 1， 
Se = Se 四 





”7z—-0 xz-—0 








图 3 


由 中 、 ® 得 了 点 的 轨迹 方程 是 

yy 二 十 2. 

S3: 如 图 3, “1B7T|=|B"T)|， 

“(2-0 +Y -0 = (4 

.了 点 的 轨迹 方程 是 y = 一 喜 十 2. 

工 :同学 们 的 知识 储备 与 视角 不 同 , 因而 出 
现 不 同 的 思维 路 径 , 请 加 以 总 结 : 

S1: 用 了 B'B 的 中 点 , 以 及 TP 上 B'B; 

Ss: 用 了 1B'E|=|EB|, 了 RTE 1 B’B; 

S3: 用 了 |B'T| = |BT|. 

T: 回头 总 结 , 在 利用 轴 对 称 的 性 质 时 ,你 
选择 哪 一 种 方法 更 好 ? 另外 还 有 哪 一 些 情况 
值得 深入 探讨 ? 

二 、 轨迹 方程 中 的 z、Y 的 取 值 范围 

了 :题目 中 点 了 也 可 落 在 CD 上 , 是 否 要 另 
外 讨论 了 点 的 轨迹 方程 ”如 图 4 所 示 . 





y 
4B D 
E 
. 和 二 二 
B C TX 
图 4 


2005 年 第 10 期 

S: 用 上 面 三 ede 仍 能 得 出 工 的 轨迹 方 
程 不 变 , 即 y = - 太 十 2. 

T: 当 点 也 由 原来 在 BC 上 变 到 了 在 CD 
上 , 轨迹 方程 中 的 x 或 y 的 范围 会 发 生 哪些 改 
变 . 

.34: 由 图 1~4， 我 们 可 以 得 到 方程 y = 
十 2, y > 0 的 取得 范围 是 0 < x < 4. 

S5: 当 点 也 与 点 C 重合 时 ， 可 计算 得 z = 
8 一 4V3， 所 以 当 三 在 BC 上 时 ， 点 了 的 轨迹 方 
程 为 /二 所 +2 (8—4vV3<zx < 4); 

, 当 了 在 DC 上 时 ， 点 了 的 轨迹 方程 为 y = 
2 (0<z<8—4V3). 

三 、 开拓 与 发 展 

工 :反思 以 上 讨论 , 能 否 总 结 一 下 , 画 示意 
图 时 , 先 画 对 称 轴 , 再 画 对 称 点 ; 还 是 先 画 对 称 
点 , 再 画 对 称 轴 , 哪 种 画 法 更 为 方便 ? 

S: 显 然 对 画图 来 说 , 后 者 顺序 较 好 . 

了 T: 能 否 进一步 讨论 , 把 矩形 变换 为 平行 四 
边 形 ? 

问题 “ 阁 平 行 四 边 形 4BCD 的 边 长 为 8， 
高 为 4 <4BC = 0, 9 在 变化 , 点 了 的 轨迹 方 
程 会 发 生 怎样 的 变化 ? 

分 析 : (1) 当 9 是 锐角 时 ， 比 如 设 4(2, 4)， 

D(10, 4), 如 图 5 所 示 ， 由 |B 了 | 二 1BT| 可 得 点 





Too) -y= + < 10) 


由 ye|2- 2- S| mye | | 


2 2 





(2) 当 9 是 钝 角 时 ， 如 图 6 所 示 ， 不 妨 设 
4(-3,4，D(5,4, 由 |B'B| = |BB| 可 得 点 
T 的 轨迹 g(9) = = -于 二 2(-3 <w < 5) 
则 y € 2— 守 ,2 , 即 y € -5,2|. 

T: 当 逢 形 变换 为 平行 四 边 形 时 ,了 点 轨迹 
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方程 仍 为 y = 一 全 +2, 只 是 z 的 取信 范围 发 
生变 化 








图 6 

我 们 来 作 进一步 思考 和 拓宽 : 如 果 将 该 平 
行 四 边 形 旋转 后 成 如 图 7 的 情形 :平行 四 边 形 
ABCD, AB 长 为 4, 边 4B、CD 的 距离 为 8， 
则 点 了 的 轨迹 方程 又 如 何 变 化 呢 ? 











先 定 对 称 点 B', 再 定 对 称 轴 ZF, 设 T(x， 
y), D(8,t), 则 C(8,t — 4), XX A(O0, 4). 

”AD 的 斜率 二 “AD 的 方程 为 
y= kz+4(k A 0), 

则 yB' = KZB' 十 4 目 ZB' = 

由 |B'T| = |BT| 可 得 (y 一 yB')? = 22 十 
y, By — (kz+ 4 = + 

(Kk2 1)z*+8kz+16 
Se 人 


,ZEl0,3]， 








五 , 为 双 曲 线 型 





ss 
当 大 天 二 时 疯 二 
为 (0 = ot+ ?型 


而 当 z = 一 元 时 ，BT/F， 工 点 的 轨 壕 
不 存在 如 图 8 所 示 

T: 至 此 , 我 们 有 这 样 的 经 验 , 图 4~6 中 ,点 
了 的 轨迹 都 是 抛物 线 型 , 只 是 z 的 取 值 范围 不 
同 ， 而 图 7 中 , 点 了 的 轨迹 则 与 4D 的 斜率 有 


(hk? — 1)z*+8kz 十 16 
2(kz 十 4 ’ 
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“循环 语句 "主要 教学 环 市 设计 


277600 山东 省 微 山 一 中 李 群 孙 庆 红 


1. 两 种 循环 结构 
师 : 请 同学 们 看 下 面 的 例子 :计算 1 十 21 
… 十 1000 的 值 , 程序 框图 如 下 : 











= 





























s 


当 (WHILE) 型 直到 (UNTIL) 型 


图 1 图 2 

师 : 上 图 中 虚线 所 画 部 分 就 是 今天 要 研究 
的 两 种 循环 结构 , 请 同学 们 观察 两 种 结构 有 哪 
些 区 别 ? 

生 1: WHILE 型 先 判断 条 件 ， 再 执行 循环 
体 ; 

UNTIL 型 先 执 行 一 次 循环 体 ， 再 判断 条 
件 . 

师 : 很 好 , 这 是 最 重要 的 区 别 ,因此 WHILE 





mrrwrOrOrOrOrrOrOrrOrOrrOrOrOrOrr rr rr rm 








关 . 
综 上 所 述 , 此 题 是 “ 轴 对 称 ” 在 解析 几何 中 


型 也 叫 前 测试 型 ; UNTIL 型 也 叫 后 测试 型 . 

师 : 还 有 什么 区 别 吗 ? 

生 2: WHILE 型 满足 条 件 时 , 执行 循环 体 ， 
UNTIL 型 不 满足 条 件 时 执行 循环 体 . 

师 : 观察 很 仔细 , 还 有 区 别 吗 ? 

生 3: 条 件 相反 , 例 i < 100, 与 i > 100. 

师 : 好 , 对 于 同一 种 算法 来 说 , 条 件 互 为 反 
条 件 . 

师 : 这 三 个 同学 的 回答 综合 一 下 就 是 两 种 
结构 的 主要 区 别 . 

师 : (比喻 ) 当 型 : 先 问 你 是 否 狐 , 若 饿 则 吃 
馒头 ,如 此 反复 . 直到 型 : 先 给 你 吃 个 馒头 , 再 问 
你 是 否 饱 了 , 者 不 饱 则 再 吃 馒头 , 如 此 反复 . 

2. 两 种 循环 语句 


WHILE 型 : | WHILE 条 件 
循环 体 

UNTIL 型 : | DO 
循环 体 
LOOP UNTIL 条 件 


师 : 对 于 上 例 , 同学 们 尝试 一 下 用 程序 语言 
表示 其 算法 (两 生 分 别 用 WHILB 型 和 UNTIL 








和 TAN NN 


的 一 个 应 用 , 体现 了 平面 几何 与 解析 几何 的 有 
机 结合 .“ 轴 对 称 ” 既 是 基础 知识 , 也 是 一 种 数 
学 思想 方法 . 教材 中 这 种 “ 轴 对 称 ” 思 想 时 时 有 
所 体现 , 例如 圆 、 椭 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 本 身 
就 是 轴 对 称 图 形 . 

参考 文献 

机上 海 市 高 中 二 年 级 第 一 学 期 数学 (试验 
本 ). 2003 年 8 月 版 . 

四 张 黄 宙 . 《关于 教师 的 一 桶 水 》. 数学 教 
学 . 2005. 3. 
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型 板 演 , 师 引 导 学 生 先 写 关键 词 , 然后 填 入 “ 循 则 结果 为 0. 
环 体 " 和 “条 件 ”). 师 : 很 好 . 
生 4:7 二 1 变 式 改 为 n!1(1 x 2 x… xn) 如 何 编程 (两 
sum=0 生 分 别 以 WHILE 型 、UNTIL 型 在 黑板 上 板 


WHILE 1 <= 100 

SUM 一 suUM+1 

i 二 i 十 1 

WEND 

PRINT sum 

END 

生 5:7= 二 1 

5s170 一 0 

DO 

SUM 一 sSUM+1 

i 二 i 十 1 

LOOP UNTIL i > 100 

PRINT sum 

END 

师 : 车 改 为 1 十 3 十 5 十 .… 十 99, 上 述 程序 
语言 应 作 如 何 改 动 呢 ? 

生 6: WHILE 型 : 条 件 改 为 ? < 99, 循环 体 
i 二 i 十 1 改 为 i 二 i 十 2. 

生 7: UNTIL 型 :i > 100 改 为 i > 99; i = 
i 十 1 改 为 i 二 i 十 2. 

师 : 很 好 , 者 条 件 ; < 100 与 i > 100 不 作 
改动 , 运行 结果 会 如 何 呢 ? 

( 生 讨论 运行 过 程 ) 

生 8: 结果 仍然 正确 . 

师 : 为 什么 ? 

生 8: 当 执 行 完 i = 99 后 , 同样 要 执行 一 次 
循环 体 便 得 i = 101, 再 判断 也 一 样 可 跳出 循 
环 . 

师 : 太 棒 了 . 

师 : 引 例 改 为 “1 x 2 x3x.… x100”, 那么 
程序 语言 又 应 作 如 何 改动 呢 ? 

生 9: 从 红 十 2 十 .十 100? 到 4 x2x 
…x100”, 只 是 “+4” 变 为 “x”, 所 以 我 认为 只 要 

“sum 二 SuUm 十 信 改 为 “sum = 二 sum * 洛 有 即 
可 . 
生 10: 还 有 “sum 三 0” 改 为 “sum 三 1”, 否 








演 过 程 )? 

生 11: 1 二 1 

sum=1 

WHILE 1 <=7n 

SUM = SUM * 1 

i 二 1 十 1 

WEND 

PRINT sum 

END 

生 12: i 二 1 

sum=1 

DO 

SUM = SUM * 1 

三 全 六 省 

LOOP UNTIL i>n 

PRINT sum 

END 

师 : 他 们 的 写法 有 什么 遗漏 吗 ( 生 讨论 )? 

生 13: 因为 n 是 变量 , 所 以 利用 它 进 行 判断 
前 应 由 有 初 值 , 加 上 “INPUT n”. 

师 : 很 好 , 这 两 个 同学 给 我 们 提 了 个 柄 , 相 
信 同 学 们 以 后 不 会 再 犯 类 似 错误 . 

师 : 同学 们 观察 课本 上 “判断 大 于 1 的 自然 
数 n% 是 否 为 质数 "的 程序 语言 ,其 程序 见 课 本 
P.22 其 运行 结果 如 何 ? 

师 切换 到 QBASIC 环境 , 由 学 生 随便 说 数 
进行 验证 , 结果 程序 错误 . 

师 : 同学 们 思考 原因 . 

生 14: 根据 条 件 语句 的 运行 方式 , 要 么 执 
行 语句 1, 要 么 执行 语句 2， 所 以 该 程序 错误 
不 会 得 出 结果 . 

生 15: 该 程序 只 能 执行 最 外 层 的 条 件 语句 
中 的 语句 1 或 语句 2, 只 能 判断 出 2 是 质数 , 知 
n > 2, 则 不 会 输出 结 

师 : 同学 们 太 棒 了 , 由 此 我 们 可 以 看 出 课本 
上 的 知识 有 时 也 会 出 现 玖 忽 , 所 以 同学 们 要 在 
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学 习 中 敢于 质疑 , 质疑 才能 创新 , 创新 是 我 们 IF n MOD d=0 THEN 
进步 的 不 竭 动力 . flag=0 

师 : 那么 如 何 改正 呢 ( 生 讨论 )? ELSE 

生 16: INPUT n d=d+1l 

flag=1 END IF 

IF n>2 THEN WEND 

d=2 IF flag=1 THEN 


WHILE d<=n—1 AND flag=1 
IF n MOD d=0 THEN 

flag=0 

ELSE 

d= d+1l 

END IF 

WEND 

END IF 

IF flag=1 THEN 

PRINT n; “是 质数 ” 

ELSE 

PRINT n;“ 不 是 质数 

END IF 

END 

生 17: INPUT n 

flag=1 

IF n> 2 THEN 

G2 

WHILE d<=n—1 AND flag=1 


和 和 AAT rr rr 


(上 接 第 10-39 页 ) 


二 (1,0), a € (0,7), 8 € (7,27), 设 向 量 
苹 与 己 的 夹 角 为 仙 , 向 量 5 与 己 的 夹 角 为 





G2, 01 — 02 = 和 求 sin 5 的 值 
vl 
A 
D 
O 7 
B 





PRINT n;“ 是 质数 ” 

ELSE 

PRINT n;“ 不 是 质数 ” 

END IF 

ELSE 

PRINT n;“ 是 质数 ” 

END IF 

END 

师 : 很 好 , 这 个 程序 还 可 以 有 其 他 的 改 法， 
同学 们 课 下 再 思考 , 可 在 QBASIC 环境 下 验证 . 

师 : 现在 计算 机 的 运行 速度 已 经 非常 快 , 但 
是 判断 一 个 算法 的 优 劣 , 依然 是 看 计算 的 次 数 ， 
上 述 算 法 是 从 2 验证 到 n 一 1 是 否 为 n 的 约 数 ; 
能 否 使 验证 数 减 少 呢 ( 生 讨 论 )? 

生 18: 只 要 验证 从 2 到 本 即 可 , 因为 订 击 1 
到 n 一 1 一 定 不 是 nn 的 约 数 . 

师 : 好 , 还 能 不 能 验证 得 更 少 一 些 呢 ? 

生 19: 只 需 验 证 从 2 到 Vn 即 可 , 因为 车 
二 a X05b, 除了 1 和 nn 之 外 ,5 之 Vn, 那么 必 有 
a < Vn, 所 以 只 要 验证 到 VNn 即 可 . 


和 TT 


分 析 : 如 图 4 设 忌 = 04 5 = 08， 
= 0C (0 为 原点 ), 则 4、B 都 在 以 C(1,0) 
为 圆心 , 以 1 为 半径 的 圆 上 , 根据 圆 的 参数 方程 
的 意义 可 知 : 向 量 爷 、 尼 的 夹 角 01 = LAOD 
= 35<4CD = 二， 同 理 , 向 量 包 、 忆 的 夹 角 


0 = Bf 只 而 可 和 sin 2 -了 


通过 这 些 问 题 的 分 析 与 讨论 ， 我 们 条 以 发 
现 , 在 解决 向 量 问题 时 , 我 们 不 但 要 能 充分 运 
用 向 量 有 关 知 识 , 采用 通 法 解决 (上 述 问题 都 
可 采用 通 法 解决 ), 而 且 也 要 能 合理 综合 其 他 
背景 (如 圆 ) 巧妙 解 决 向 量 问题 . 
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一 元 二 次 方程 的 六 种 几何 解法 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 2003 级 教育 硕士 范 宏 业 


在 整个 中 学 数学 学 习 中 , 似乎 很 少 介 绍 用 
其 他 的 方法 如 几何 的 方法 来 解答 一 元 二 次 方 
程 , 充其量 只 不 过 是 用 几何 图 形 来 说 明 一 下 一 
元 二 次 方程 根 的 意义 , 而 这 还 是 在 学 习 几 何 内 
容 时 使 用 了 一 元 二 次 方程 后 才 有 的 说 明 . 本 文 
根据 有 关 的 文献 资料 , 对 历史 上 有 名 的 一 元 二 
次 方程 的 几何 解法 进行 了 整理 , 从 中 我 们 可 以 
看 出 一 元 二 次 方程 与 曲线 和 几何 图 形 的 联系 是 
那样 的 紧密 , 在 我 们 使 用 代数 方法 为 几何 问题 
解决 做 出 定量 分 析 的 同时 , 我 们 也 可 以 使 用 几 
何 的 方法 来 求 一 元 二 次 方程 的 精确 解 ; 这 样 有 
助 于 沟通 两 知识 之 间 的 联系 , 还 数学 知识 整体 
的 面貌 , 也 有 助 于 学 生 思 维 灵活 性 的 形成 . 从 
中 我 们 还 可 以 看 到 一 元 二 次 方程 解法 的 发 展 
演变 . 

det 的 几何 解法 可 以 追 洲 到 二 荐 
腊 . 欧 几 里 得 《几何 原本 》 卷 二 命题 11 1 
站 命题 
VI28 和 VI29 考 虑 了 一 元 二 次 方程 zz 一 az 十 
中 二 0 和 x? 一 az 一 慷 二 0 的 解法 , 其 中 a 和 0b 
表示 已 知 线段 的 长 度 . 后 世 数 学 家 给 出 了 所 有 
实 根 的 几何 方法 . 

图 1、2 分 别 给 出 了 方程 (1) 2? 一 bz 十 c= 
0, (2) x2 +bz+c=0,(3) x2—br—c=0, 
(4) 于 二 好 一 c=0 的 欧 氏 作 图 法 . 

每 种 解法 都 能 用 简单 的 几何 和 代数 方法 来 
检验 . 例如, 检验 zi = 4C 和 x2 = 0 
程 2? 一 bz 十 c 二 0 的 实 根 , 注意 到 图 中 一 = = 

Vc 
,然后 有 c = 4C x CB， 它 代表 着 c = 
ZX1(0 一 Xz1) 或 I? 一 bY1 十 c= 0. 
用 同样 的 方法 可 以 检验 zz = CB. 

















(1) z1=AC, xz2=CB 
(2) £1= — AC, x2=— CB 


图 1 


A 
a 
Sx We 

B 
(3) z1=AB, xz2= — AC 
(4) zi 二 一 AB, x2=AC 
图 2 

其 实 , 这 种 方法 , 我 们 并 不 陌生 , 在 初中 几 
何 的 求 值 计算 中 曾 使 用 过 , 那 是 运用 一 元 二 次 
方程 为 求解 几何 问题 服务 的 . 例如 , 在 图 1 中 ， 
我 们 已 知 DC 的 值 , 求 4C 或 BC 的 长 时 , 就 是 
先 建 立 一 元 二 次 方程 后 求解 而 得 的 . 因此 , 如 
果 我 们 将 一 元 二 次 方程 的 几何 解法 与 一 元 二 
次 方程 的 代数 解法 结合 起 来 , 相互 为 用 , 既 发 
现 了 知识 应 用 的 视角 , 又 可 以 将 相关 内 容 融 为 
= 达到 融会 贯通 的 境界 . 

二 、 卡莱尔 的 方法 

苏格兰 作家 卡莱尔 (Thomas Carlyle， 
1795-1881) 在 平面 解析 几何 的 基础 上 发 展 了 
一 元 二 次 方程 的 几何 解法 . 卡莱尔 在 年 轻 时 做 
过 数学 教师 , 卡莱尔 的 关于 一 元 二 次 方程 2? 十 
bz 十 Cc 二 0 的 解法 是 使 用 一 个 特殊 的 圆 与 z 轴 
的 交点 . 这 个 特殊 的 圆 是 以 (0,1) 和 (一 b,c) 为 
直径 的 端点 的 圆 . 大 方程 有 两 个 实数 解 ， 这 个 
圆 与 x 轴 就 有 两 个 交点 , 这 两 个 交点 的 横 坐 标 
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就 是 方程 的 根 , 即 z1 和 xz2 是 Zz? 十 bzw 十 c 二 0 4 


的 根 ， 图 3 用 一 个 例子 说 明了 这 种 方法 . 假如 
方程 只 有 一 个 实数 解 , 则 这 个 圆 与 + 轴 相 切 , 切 
点 的 横 坐 标 为 方程 的 解 . 假如 方程 无 解 , 则 这 
个 圆 与 z 轴 无 交点 . 

y| 


(—b, 9) 


[3 








OO 
8 
B 
MD 
Sl 


图 3 

卡莱尔 的 方法 可 以 用 圆 刀 十 只 十 bz 一 (1 十 
cy 二 c=0 来 验证 . 令 y = 0, 我 们 发 现 圆 与 x 
轴 交 点 的 横 坐 标 是 由 方程 22 十 bz 十 c = 0 给 
出 的 . 这 个 横 坐 标 就 是 已 知 方程 的 实 根 . 

图 4 是 卡莱尔 方法 的 应 用 . 圆 与 z 轴 的 交 
点 的 横 坐 标 --4 和 2 就 是 方程 Z2 十 2z -8=0 
的 根 . 





卢 





te 
St 





图 4 

我 们 在 解析 几何 的 学 习 中 , 经 常 去 求 圆 x? 
二 她 十 bz 一 (1 十 cjy 十 c= 二 0 与 Zz 轴 的 交点 的 
坐标 . 但 我 们 很 少 做 过 一 个 一 元 二 次 方程 变化 
为 圆 的 方程 , 通过 画 圆 的 方法 来 求解 出 一 元 二 
次 方程 的 根 . 建议 通过 此 法 的 学 习 , 我 们 在 讲 
解 平面 解析 几何 的 相关 问题 时 , 不 妨 可 以 适当 
地 穿插 一 元 二 次 方程 的 这 种 解法 , 以 提高 学 生 
学 习 数 学 的 兴趣 . 

三 、 斯 陶 特 的 方法 

德国 数学 家 斯 陶 特 (K,G.C.von Staudt， 
1798-1867) 曾 在 初等 数学 领域 中 取得 过 引 人 
注目 的 成 就 , 以 《 仿 射 几何 学 》 而 闻名 于 世 。 他 
的 一 元 二 次 方程 几何 解法 如 下 : 

已 知 一 元 二 次 方程 2? 一 gz 十 h 二 0. 在 平 


h 
面 吉 角 坐标 系 中 作出 点 (2.0). ($2) 连 
结 此 两 点 的 线段 与 以 (0, 了 为 问心 的 单 傍 圆 相 
交 于 点 及 和 5， 将 点 (0,2) 分 别 与 点 有 和 5 连 
结 并 延长 , 分 别 交 Z 轴 于 点 (m0) 和 (s,0), 则 7 
和 s 就 是 这 个 已 知 方程 的 根 . 
事实 上 , 用 A 表示 点 (0,2), 上 表示 RS 与 
z 轴 的 交点 (2,0), 表示 与 单位 回 相 切 于 A 


的 直线 与 线段 RS 的 交点 (2 2 可 得 下 列 广 
程 : 

到 :2 十 y(y -2) = 0， 

直线 4R: 2z 十 7(y 一 2)=0，, 

直线 AS: 2z 十 s(y 一 2)=0， 

则 方程 2z 十 7(y 一 2)]l2zx 二 sy 一 2)] 一 
4[z2 十 y(y 一 2)] = 0 的 图 形 经 过 点 4、RR 和 5. 

上 述 方程 可 化 为 (Vy 一 2)[2z(r 十 5) 十 rs(V 一 
2)— 4y| = 0. 

它 表 示 一 对 直线 y 一 2 二 0 和 2x(7 十 5) 十 
rs( —2)—4y=0. 

由 于 点 丸和 3 不 在 上 述 第 一 条 直线 上 ， 
此 第 二 条 直线 一 定 是 直线 RS. 令 y = 0 和 = 
2. 利用 直线 RS 的 方程 可 得 到 |: 

站 ee 

r 二 5 g Le 

因而 7 十 s = 二 g 和 rs = h. 因此 ,> 和 5 是 方 
程 22 一 gz 十 hh 二 x2 一 (r 十 s)x+7s 二 (x 一 
7)(z 一 5s) 二 0 的 根 . 

图 5 是 斯 陶 特 方法 的 应 用 . 由 该 方法 可 得 
方程 x? 一 2x 一 8 = 0 它 的 两 根 7 = 一 2 和 s = 
4. 








I 





L(—4,0) (一 2,0) 


图 5 
四 、 用 抛物 线 y 二 x2? 解 z2? 十 pz 十 c 一 0 
用 平面 解析 几何 解 x? 十 bx 十 c = 0 的 一 
般 方法 是 : 先 在 平面 直角 坐标 系 中 画 出 抛物 线 
yY 二 22 十 bz 十 c, 再 确定 抛物 线 与 z 轴 的 交点 . 


2005 年 第 10 期 
此 外 , 我 们 还 可 以 应 用 标准 抛物 线 y = 22 来 解 
上 述 方程 . 在 同一 坐标 系 中 画 出 抛物 线 y = x? 
和 直线 y = 一 bx 一 c, 然后 找 出 它们 的 交点 , 交 
点 的 横 坐 标 即 为 方程 的 根 . 

图 6 给 出 的 是 方程 x? 一 xz 一 6 = 0 的 解法 . 
当然 , 假如 抛物 线 与 直线 没有 交点 ， 则 方程 的 
根 为 虚 根 . 下 文 我 们 将 说 明 求 虚 根 的 方法 . 














实际 上 , 一 元 二 次 方程 2 十 bY 十 c= 二 0 的 
根 也 可 以 通过 在 同一 坐标 系 中 作出 直线 和 标 
准 三 次 函数 y = 2 的 图 象 而 得 到 . 方程 (2 一 
b)(z2+br+co)= 当 十 (c 一 上 )z 一 bc 二 0 的 
根 为 5 以 及 方程 x? 十 bz 十 c= 0 的 根 . 在 图 象 
上 , 他 们 是 曲线 y = x ?和 直线 y 十 (c 一 让)x 一 
pc 三 0 的 交点 的 横 坐 标 . 

五 、 用 等 轴 双 曲线 zy 二 1 解答 一 元 二 次 
方程 

1908 年 美国 数学 家 舒 尔 区 (Arthur Schu- 
ltz) 出 版 的 《图 形 代数 》 一 书 中 介绍 了 使 用 等 
轴 双 曲线 xy = 1 来 解 一 元 二 次 方程 的 方法 . 

在 方程 cz” + oz 十 c = 0 中 , 我 们 作 代 换 
人 三 二 则 有 4. 本 + 十 c 一 0 或 sn 十 y 一 


1 
一 b, 再 考虑 az 十 cy 二 一 六 Y 二 3 


解 方 程 组 , 得 az2 十 bx 十 c = 0 的 根 . 





图 7 是 方程 2? 一 x 一 6 = 0 的 解法 . 等 轴 双 
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曲线 zy = 1 和 直线 x 一 6y = 1 交点 的 横 坐 标 
即 为 方程 x22 一 zx 一 6 = 0 的 根 . 

方法 四 和 五 给 我 们 的 启示 是 , 除了 本 身 的 
解法 可 谓 是 “ 数 形 结合 ”中 的 典范 外 , 更 重要 的 
是 告诉 了 我 们 : 要 想 使 “ 数 形 结合 ”的 方法 成 为 
学 生 的 一 种 思维 习惯 , 就 要 在 这 些 基础 性 问题 
的 解答 中 使 用 , 让 学 生体 味 、 思 考 和 领悟, 从 
而 提高 学 生 的 数学 思维 能 力 . 同时 , 要 让 学 生 
在 代数 和 几何 的 多 种 解法 的 枝 陶 中 培养 思维 
的 品质 , 感受 数学 知识 的 整体 性 及 其 价值 . 

六 、 求解 wz? 十 pz 十 c 一 0 的 虚 根 

上 文中 给 出 了 用 抛物 线 y = xz? 和 直线 y = 
一 bx 一 c 来 求 方程 2 十 bz 十 c 二 0 实 根 的 方法 . 
但 当 曲 线 y = xz? 和 直线 y = 一 0x 一 c 没 有 交点 
时 , 方程 有 两 个 互 为 共 斩 的 虚 根 . 舒 尔 茨 在 书 
介绍 了 求 方程 虚 根 的 实 部 和 虚 部 的 几何 方法 . 

当 判 别 式 刀 一 4c < 0 时 , 方程 Z2 十 bz 十 c 一 


a 3 二 -美雪 
0 的 两 个 虚 根 为 二 十 六 和 一 一 .如 图 8, 在 扫 


物 线 y = 2 的 下 方 , 作出 直线 工 : y = 一 好 一 
c, 作 抛物 线 的 弦 AB 平 行 于 直线 L. 过 4B 的 
中 点 以 作 z 轴 的 垂 线 交 直线 L 于 入 , 交 抛物 线 
于 P. 在 线段 MN 上 取 一 点 8, 使 PQ = PN. 
过 Q 作 一 条 平行 于 直线 工 的 弦 , 交 抛物 线 于 5 
和 7 了. 过 Q@ 和 了 作 z 轴 的 垂 线 , 型 足 为 V 和 W， 
V 点 的 横 坐 标 即 为 方程 根 的 实 部 , 线段 VW 的 
长 度 即 为 根 的 虚 部 . 
y 














图 8 


事实 上 ， 设 4 和 B 的 坐标 为 (zl,z2) 和 
(z2, 22), 则 有 = 一 0 (直线 工 的 斜率 )， 


ee 2 -5 由 于 M 是 4B 
日 02 十 2 b 

的 中 点 , 它 的 模 坐标 是 一 了 一 一 一 5, 即 方程 

根 的 实 部 . 


下 面 我 们 来 确定 点 丈 或 工 的 横 坐 标 .由 
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一 个 “ 红 灯 与 绿灯 ”的 课题 学 习 活 动 


313100 浙江 省 长 兴 古 城中 学 章 新 金 


课题 学 习 , 指 的 是 在 教师 的 组 织 和 指导 下 ， 
将 学 生 置 于 一 种 主动 探究 并 注重 解决 问题 的 
学 习 状 态 . 那么 在 新 课程 背景 下 的 课题 学 习 到 
底 如 何 开展 ? 教师 在 课题 学 习 中 应 扮演 坟 样 的 
角色 ? 笔者 以 华东 师 大 版 八 年 级 上 册 第 十 五 章 
《频率 与 机 会 》 作为 知识 背景 , 以 学 生 在 七 年 级 
时 曾 进行 过 的 课题 学 习作 为 经 验 , 开展 一 次 题 
为 “ 红 灯 与 绿灯 ”的 课题 学 习 活 动 . 现 将 全 过 程 


和 和 AAA rr 


于 PQ = PN, 点 Q@ 的 纵 坐 标 为 c 因此 , ST 
的 方程 为 y 一 < = 3) 将 y 一。 = 





oz 周二 
一 0 (+3) 和 y = xz? 联 立 , 得 到 方程 22 十 
2 
bz 十 (-e+5 j= = 0. 应 用 一 元 二 次 方程 的 
求 根 公式 得 5 卫士 一 一， 
选择 带 有 “十 ”的 , 得 到 了 的 横 坐 标 . 我 们 有 
VW = 全 = (这 一 


.72 
2 此 即 方程 根 的 虚 部 
图 9 给 出 了 方程 22 ~ 22 + 5 = 0 的 解 
yl 

















呈现 如 下 : 

1. 结 合 学 生 身 边 事例 , 引发 问题 情境 

针对 我 校 特殊 的 地 理 位 置 , 结合 学 校 近 期 
开展 的 安全 宣传 活动 , 选择 以 稚 城 城 西 立交 桥 
北 侧 十 字 路 口交 通 违 章 现象 严重 威胁 师 生 的 
生命 安全 为 主题 , 提出 调查 与 分 析 . 

2. 设计 方案 ， 组 织 准备 

首先 , 组 织 学 生 讨论 调查 方案 . 


和 TT 


法 . 点 V(1,0) 的 横 坐 标 是 方程 共 斩 虚 根 的 实 
部 , VW = 3 一 1 二 2 为 根 的 虚 部 . 于 是 所 求 根 
为 1 土 2i. 

上 文 我 们 介绍 了 一 元 二 次 方程 的 六 种 几何 
解法 , 用 这 些 几何 的 方法 来 求解 一 元 二 次 方程 
让 人 感到 新 鲜 而 有 趣 , 从 中 可 以 看 到 知识 的 力 
量 和 体味 到 一 种 数学 的 美感 . 这 些 几何 的 方法 
看 上 去 是 那么 的 出 乎 意料 , 但 仔细 想来 却 又 在 
情理 之 中 ， 当 我 们 在 匆匆 忙 忙 地 赶 教学 进度 ， 
教学 生 题 型 套路 解法 后 , 知 要 是 能 静 下 心 来 思 
考 一 下 所 教 的 数学 内 容 如 何 为 前 学 内 容 服务 时 
(逆向 思考 ), 我 们 也 许 会 发 现 一 片 新 天 地 .这 
样 不 仅 增强 了 所 教 内 容 的 应 用 , 还 培养 了 学 生 
的 创新 意识 和 精神 . 
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大 家 和 赁 直觉 感到 ， 早 、 中 、 晚上 学 、 放 学 时 
段 也 正 是 该 路 段 交通 最 繁忙 的 时 有 段 , 同时 该 时 
段 是 交警 下 班 休息 时 间 , 机 动车 驾驶 员 及 行人 
往往 大 意 或 在 有 侥幸 心理 , 闻 红 灯 等 违章 现象 
时 有 发 生 . 但 如 何 展开 调查 ?收集 哪些 有 价值 
的 数据 ?学 生 陷 入 深思 , 于 是 我 就 引导 学 生 一 
起 讨论 , 制定 方案 . 如 采用 表格 式 、 提纲 式 、 图 
形式 等 方法 , 收集 有 价值 的 数据 . 
其 次 , 分 组 分 工 , 做 到 人 人 有 事 做 . 
我 把 全 班 同学 分 成 八 个 小 组 , 其 中 第 @、 
@ 组 负责 早晨 上 学 高 峰 时 段 的 调查 ; 第 @@、@ 
组 负责 中 午 放 学 高 峰 时 段 的 调查 ; 第 人 @、@ 组 
负责 晚上 放学 高 峰 时 段 的 调查 ; 第 @ 组 负责 
查阅 红绿灯 产生 的 有 关 背 景 资料 有 关 红 绿灯 
的 交通 法 规 , 访问 交警 叔叔 ,了解 一 些 我 们 中 
学 生 应 该 遵守 的 交通 法 规 ; 第 @ 组 负责 收集 
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车 辆 (行人 ) 违章 的 频率 条 形 统计 图 











0 说 革 麻 托 车 ”自行 车 ”行人 
奴 城 城西 立交 桥 北 侧 十 字 路 口 部 分 时 段 的 
车 流量 情况 调查 表 (二 ) 











观察 表 中 数据 及 条 形 图 的 特点 , 向 学 生 提 
出 如 下 问题 : 你 有 何 发 现 ” 有 何 感想 * 有 何 建 
议 ? 学 生 分 组 讨论 , 然后 充分 发 表 各 自 的 看 法 . 

学 生 1:“ 从 条 形 图 可 看 出 , 行人 违章 率 最 











有 关 的 交通 标志 和 标 线 , 收集 有 关 交 通 安全 隐 
上 患 的 例证 . 

3. 分 组 开展 实地 调查 , 在 活动 中 体验 

学 生 积 极 性 很 高 , 这 次 活动 中 上 网 查询 
有 关 红 绿灯 的 背景 资料 及 相关 的 交通 法 规 共 
13 篇 , 访问 交警 权 叔 的 学 生 有 8 人 次 , 收集 的 
交通 信号 、 标 志 等 图 案 有 100 多 个 , 自觉 地 去 
学 习 新 交通 法 的 有 53 人 , 有 12 位 同学 提供 软 
盘 , 4 位 同学 提供 优盘 所 有 的 同学 按时 完成 
调查 任务 . 

4. 课 堂 为 学 生 提 供 表 达 交 流 的 平台 

在 课堂 教学 中 , 我 先 让 各 调查 小 组 组 长 分 
别 汇报 调查 结果 , 提供 收集 的 数据 , 然后 我 利 
用 电脑 将 各 组 汇报 的 数据 现场 输入 , 电脑 屏 上 
马上 呈现 车 辆 ,行人 在 不 同时 段 的 交通 违章 频 
率 条 形 统计 图 和 折线 统计 图 . 如 下 为 数据 汇总 
结果 : 

稚 城 城西 立交 桥 北 侧 十 字 路 口 机 动车 、 自行 车 

及 行人 韶 红 灯 违 章 现 象 调查 汇总 表 (一 ) 


不 同时 段 | ”早晨 上 学 中 午 放学 下 午 放 学 
0 6:20~6:50 | 11:30~12:00| 5:00~5:30 
违章 频率 (%) | 违章 频率 (%) | 违章 频率 (%) 


行 








Gil 
> 
[FT io | 69 ao | 























高 , 其 次 是 自行 车 , 违章 最 低 的 是 汽车 ， 主 要 


原因 是 汽车 驾驶 员 是 经 过 专门 培训 的 , 素质 较 
高 , 行人 素质 低 . 从 图 中 还 可 看 出 , 早晚 时 段 
违章 现象 严重 , 特别 是 行人 和 骑 自 行车 的 人 . 究 
其 原因 可 能 是 这 两 个 时 段 没 有 交警 值班 , 并 且 
车 流量 较 大 . 而 汽车 无 论 早 . 中 、 晚 违章 率 都 仿 
低 , 说 明 汽车 驾驶 员 素 质 较 高 . 表 ( 二 ) 的 数据 
反映 了 早 、 晚 车 流量 特别 大 , 主要 原因 是 早晨 
和 晚上 , 上、 下班 的 人 特别 多 , 进 城 做 买卖 的 人 
也 多 , 导致 违章 率 高 ”. 

学 生 2: 反 驳 说 :“ 行 人 违章 率 高 并 不 说 明 行 
人 素质 低 , 可 能 是 图 方便 ,而 汽车 不 敢 违章 可 
能 是 怕 万 一 撞 了 人 要 赔款 .……: 、 

学 生 3: “新 交通 法 规定 人 车 相 撞 , 责任 在 
车 , 所 以 行人 存 有 侥幸 心理 .……， 。 

学 生 和 4 “十字路 口 有 ' 电 子 和 警察 , 汽车 司机 
不 敢 疤 红 灯 , 否则 要 罚球 , 被 扣 分 . 所 以 汽车 违 


学 生 5: “不 对 , 难道 电子 警察 只管 汽 车 ， 
其 它 车 辆 和 行人 就 不 管 了 吗 ? .……… 

还 有 许多 学 生 也 提出 了 类 似 的 看 法 或 其 他 
不 同 的 意见 , 并 提出 一 些 建设 性 的 建议 . 如 : 广 
泛 宣 传 安 全 交通 法 ; 加 强人 员 培 训 , 提高 安全 
意识 ; 增加 该 路 口 的 交通 高 峰 期 的 警力 等 ， 
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用 均值 不 等 式 求 最 值 , 变 不 可 能 为 可 能 


226006 江苏 省 南通 师 


均值 不 等 式 a 十 0> 2Vab (a、 be R+) 不 
仅 可 用 于 证 明 不 等 式 , 也 可 用 于 求 某 些 函数 的 
最 值 , 在 中 学 代数 里 有 着 非常 重要 的 地 位 和 作 
用 . 用 均值 不 等 式 求 最 值 , 总 是 在 当量 仪 当 a = 
b 成 立时 函数 才能 取得 最 值 . 如 : 

引 例 求 函数 y = Vz2 十 4 十 
最 小 值 . 

解 : y = Vz2 十 4 十 J > 
且 仅 当 VB TI = -7 , 即 z 一 二 1 时 取 
等 号 ， I 

若 遇 到 a = b 不 可 能 成 立 的 情况 , 如 : 

例 1 求 函数 y = Vz2 十 4 十 3 
最 小 值 . 

由 于 V2 +4 六 天 二 


教师 在 鼓励 学 生 积 。 
上 , 稍 作 引 导 和 总 结 , 并 留 有 一 定 的 空间 , 让 学 
生 课 后 继续 讨论 . 

5. 课 后 延伸 , 解决 问题 

通过 课 和 党 的 生生 互动 思维 碰撞 , 许多 学 
生产 生 了 新 的 想法 , 甚至 有 了 更 好 的 建议 要 阅 
述 , 但 由 于 课堂 时 间 有 限 , 部 分 学 生 没有 机 会 
发 言 了 . 为 此 我 根据 本 次 课题 学 习 的 调查 情况 ， 
要 求 每 一 位 同学 写 一 份 关于 伏 城 城西 立交 桥 北 
侧 十 字 路 口交 通 违章 情况 的 调查 报告 , 向 学 校 
和 交通 管理 部 门 提出 书面 建议 . 

纵 观 整个 “课题 学 习 ” 的 过 程 , 不 仅 培养 了 
学 生 的 综合 实践 能 力 、 合作 交流 能 力 , 而 且 还 
进行 了 交通 安全 和 社会 责任 感 的 教育 , 达到 了 
预期 的 效果 . 








5 
yp 














二 无 论 z 取 何 





范 学 校 沈 红 起 


值 , V2 二 4 = -都 不 可 能 成 立 ), 则 认 
为 此 题 不 角 E 用 区 入 不 等 式 求 最 小 值 《数学 教 
学 》2004 年 第 12 期 刊登 了 一 篇 文章 《利用 函 
数 单调 性 (证 ) 解 证 不 等 式 举例 》, 文中 的 例 1、 
例 2 就 属于 这 种 情况 , 作者 也 认为 不 能 利用 均 
值 不 等 式 解 证 , 最 后 是 借助 导 函 数 的 符号 用 函 
数 的 单调 性 来 解决 的 . 此 类 题 真 的 不 能 用 均值 
不 等 式 解 吗 ? 

下 面 我 们 先 来 推导 均值 不 等 式 对 a 十。 
用 配 平方 法 , 得 a 二 b= (Va 一 V0)? +2Vab 
(a.be RT+). (*) 

在 (*) 中 , 显然 有 完全 平方 式 (Va 一 V0)? 
:0 

Q@ 若 a = 5 能 成 立 , 则 (Va 一 V0)? 可取 到 
0, 从 而 a 十 5 之 2Vab, 即 为 均值 不 等 式 ; 








和 TT NN 
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@ 若 a = 5 不 可 能 成 立 , 则 (Va 一 V0)? 恒 
大 于 0, 此 时 如 果 (Va 一 V0)? 有 最 小 值 ( 设 为 
kK, > 0), 那么 a 十 b 之 上 十 2Vab ( 当 ab 为 定 
值 时 , a 十 ?有 最 小 值 F 十 2Vab; 当 a 十 5 为 定 
信 时 , 01 有 最 大 值 ( 一 > 


可 将 @、@ 合并 为 a 二 5 家 +2vVab 
(k 是 (Va 一 Vb)? 的 最 小 值 , k > 0). (x*) 
综 上 可 得 ，(**) 是 通过 先 对 a 十 5 配 平方 ， 
再 根据 完全 平方 式 的 值 的 特点 得 来 的 , 若 它 能 
则 得 @ 一 -均值 不 等 式 , 知 它 不 能 为 0, 则 
时 加 . 均值 不 等 式 只 是 (**) 的 一 种 特殊 情况 ， 
Ws 引 例 和 例 1 属 于 同一 种 题 型 , 都 
可 以 用 最 基本 的 配 平 方法 解决 ( 引 例 解 略 ). 
解 例 17 = V T+ LT 


1 
- (YT 
显然 VX? 十 4 了 一 一， 
显然 V7T4 #7 


V2( 当 zx? = 0 时 取得 最 小 值 )， 证 
2< 十 4 
V2 
SD 





由 于 Vz? 十 4 之 


V 


(也 是 当 z2 = ee 所 以 当 


22 一 二 0 时， VZ2 十 5 - 了 取得 导 最 小 值 


rr . 
故 当 wx? = 0 时 ， (把 十 4 i 








1 1 
函数 取得 最 小 值 3， 
例 2 求 函数 1b) = sme + -2 (0 < 
2 Sin 0 


0 < 7) 的 最 小 值 . 
解 : 因为 0 < 0 < 7 所 以 sinl > 0， 所 


以 F(g 有 ) 人 
Sin O 


sin 0 


2， 显 然 ， 由 于 











CE 
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a (也 是 当 sin0 = 2 所 以 


当 sin 0 = 1 时, 4/ 一 一 5 So 0 到 得 最 小 什 








ee 2 人 

故 当 sing = 1 时 ， 人 i 2 | 
取得 最 小 值 了， 即 太 = 3, 所 以 当 9 = 工时 , 原 
函数 取得 最 小 值 


刚才 通过 探寻 均值 不 等 式 的 本 质 找 到 了 直 
接 解决 例 1 例 和 2 的 方法 , 虽然 也 很 方便 易 行 ， 
但 总 不 如 直接 用 均值 不 等 式 来 得 方便 . 那么 能 
否 稍 作 变形 , 使 得 a == 5 能 成 立 ( 即 再 次 配 平方 
后 得 出 的 完全 平方 式 能 取 到 0), 最 终 变 为 仍 能 




















直接 利用 均值 不 等 式 呢 ? 回答 是 肯定 的 ! 
再 解 例 1:y = VIA LT 
| 7 
Es > 关上 仅 当 

ee 


i > 5, 当 且 仅 当 z = 0 时 取 等 号 


这 表明 ， 汪 二 0 时 两 个 不 等 式 同时 取 等 


ae 

















2 Sin O 
再 解 例 2: (0) = 2 (= 
1 3 1 >1, 

2sin0 Cs 2sinO’ Ex 2sin0 一 

当 且 仅 当 re - 即 sin0 = 工时 

2 sin TT 

取 等 号 ; 3 3 

又 一 一 一 了 当日 仅 当 sin0 = ee 

本 





所 以 当 sing 二 1 时 | 原 汪 数 取得 最小 人 

注意 用 上 述 拆 项 方法 变形 时 , 不 仅 要 保 
证 均值 不 等 式 可 用 ( 即 4 = 5 能 成 立 ), 而 且 也 
要 保证 使 原 式 变形 后 的 前 半 部 分 取得 最 小 什 
的 z， 同时 也 使 该 式 后 半 部 分 取得 最 小 值 , 这 
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解读 贝 特 妆 (Bertrand) 悖 论 
276100 山东 省 郑 城 县 美 澳 学 校 石 启 亮 


我 们 在 讲解 “人 教 社 高 一 新 教材 A 版 ”“ 几 
何 概 型 ”一 节 内 容 时 遇 到 一 个 题目 ,由 于 老师 
和 学 生 之 间 出 现 了 几 种 不 同 的 解法 , 得 到 不 同 
的 答案 , 却 一 时 又 找 不 到 问题 的 症结 , 于 是 在 
学 校 图 书 室 里 找到 了 相关 的 资料 , 发 现 了 以 例 
题 形式 出 现 的 一 贝 特 朗 (Bertrand) 奇 论 (也 叫 
迟 论 ) 

* 在 半径 为 的 圆 C 中 任意 引 一 条 弦 , 试 
求 弦 长 也 大 于 圆 的 内 接 正三 角形 边 长 V3 尺 的 
概率 书 . 

解法 一 :如 图 1, 由 对 称 性 , 不 妨 先 固定 弦 
的 一 端点 4 于 圆 C 上 , 于 是 弦 的 另 一 端点 B 
是 “任意 ”的 . 考虑 正三 角形 4DE, 如 果 B 落 在 
角 BAD 所 对 的 弧 DB 上 , 则 有 元 > V3R， 








DBE 的 长 1 
DP 
改 二 一 - 画 的 周 长 一 3 
A A 
FE D 
B B 
图 1 图 2 


解法 二 :如 图 2， 以 本 为 半 色 作 回 C 的 同 
心 加 C1, 弦 的 中 点 ML 是 “任意 "的, 如 果 点 M 
沙 在 圆 Ci 内 , 则 上 > V3R, 故 由 几何 概率 公 
式 知 ,所 求 的 概率 忆 等 于 两 加 的 面积 之 比 , P = 


TR2 4 
样 , 整个 式 子 才 能 取得 最 小 值 . 
参考 文献 : 


解法 三 :如 图 3, 不 妨 先 固定 弦 的 方向 使 它 
垂直 于 直径 fr, 如 果 弦 的 中 所 落 在 线段 GH 


_IGH| _1 
上 , 则 L > V3R. 故 P= EF 一 了 人 


R 
CG= 3). 











图 3 
这 里 , 对 “任意 ”( 即 几何 概率 型 定义 中 所 要 





求 的 “均匀 性 7) 的 理解 不 同 , 得 出 了 三 种 不 同 的 

以 上 夹 在 两 个 * 之 间 的 部 分 , 是 高 等 教育 
出 版 社 1984 年 版 的 高 等 学 校 试用 教材 《概率 
论 与 数理 统计 》( 周 树 容 编 ) 中 “几何 概率 "一 节 
的 例题 . 书 中 没有 给 出 明确 的 正 误 判断 只 是 
说 不 同 的 理解 得 到 三 个 不 同 的 答案 . 

贝 特 朗 知道 , 三 个 答案 不 会 都 对 , 但 不 知 
哪个 对 , 错 的 又 为 什么 错 . 

通过 研究 发 现 , 答案 3 是 正确 的 , 另 两 个 
答案 是 由 于 “不 等 价 ”转化 造成 的 . 下 面 给 出 男 
一 种 解法 . 

解 :如 图 4, 设 A4、B 是 半径 为 1 的 圆 C 上 
的 点 , 自任 意 点 以 起 分 别 按 道 时 针 和 顺 时 针 方 
向 移动 (速度 任意 ). 则 A4、B 的 任 一 位 置 都 对 
应 一 条 弱 , 同时 对 应 MM 到 4 和 MM 到 B 的 两 条 
弧 长 , 分 别 记 为 z、y. 则 (zx,y) 对 应 平面 坐标 系 


和 和 AAT 


1. 张 铭 . 利用 函数 单调 性 (证 ) 解 不 等 式 举 
例 . 数学 教学 . 2004. 12. 
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中 一 点 , 则 当 z、y 满 足以 下 关系 式 时 , 弦 AB 
的 长 度 大 于 V3. 

0<Zz < 27, 
0<yvy < 27n, 


a i Rt 
3 3 3 3 
夯 得 下 面 的 阴影 区 域 ， 即 当 点 (x,y) 落 在 
图 5 中 的 阴影 部 分 (不 包含 四 条 和 斜 线 段 ) 时 ， 
14B| > V3 成 立 . 


A 


M 





图 4 图 5 
由 几何 概 型 概率 公式 得 P(|4B| > V3) = 
V5 (到 坚 香 ) E28 本 


2 


上 面 的 解法 是 教材 中 典型 的 < 双 变量 "几何 
概率 问题 解法 , 它 更 好 地 体现 了 弦 的 “任意 性 ”， 
比 前 面 的 解法 一 更 容易 让 人 接受 . 

那么 , 另 两 个 结果 错 在 哪里 呢 ? 我 们 知道 
“转化 "是 数学 解 题 常用 的 思想 方法 . 但 是 转化 
的 最 基本 原则 是 “等 价 ”, 如 果 转 化 是 不 等 价 的 ， 
那么 就 不 可 能 有 原 命题 的 正确 解答 . 


弦 均 匀 点 均匀 

图 6 图 7 
先 看 解法 三 , 它 是 利用 与 直径 垂直 的 “ 均 
匀 弦 的 中 点 "等 价 代 换 “ 圆 弧 上 的 均匀 点 "， 问 
题 就 出 在 这 里 , 因为 它们 是 不 等 价 的 . 其 实 当 
垂直 于 一 条 直径 的 “ 弦 均 匀 ” 时 , 对 应 圆 弧 上 的 
点 的 排列 是 "两头 蔓 中 间 密 "( 图 6); 而 当 圆 弧 
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上 的 “点 均匀 ”时 , 对 应 的 垂直 直径 的 弦 的 排列 
是 “两 头 密 中 间 巩 ”图 7) 

我 们 需要 的 圆 弧 上 点 是 "均匀 的 ”, 因此 正 
确 的 结果 是 圆 上 弧 长 的 比 而 不 直径 上 线段 的 
长 度 比 (图 8). 














CN=CM= 圣 Po: AB=1:3 
图 8 

IMN| :14B|=1 :2, 而 Po : APB=1:3. 

对 于 分 别 从 直径 上 取 随 机 点 作 垂直 弦 和 从 
圆 弧 上 取 随 机 点 作 垂 直 弱 的 两 种 情况 , 我 用 “ 几 
何 画板 4.06” 的 迭代 功能 分 别 做 了 产生 20 万 条 
弦 的 随机 试验 概率 平均 值 分 别 为 0.5043 和 
0.3324. 计算 并 没有 错 , 只 是 不 等 价 转化 的 原 
因 . 

对 于 解法 二 , 是 将 点 转化 为 面积 出 了 问题 . 
从 圆 上 可 以 直观 看 出 , 相同 数目 的 点 , 由 于 离 
圆心 远近 不 同 , 它们 的 臣 密 程度 不 一 样 ,实际 
是 “ 近 密 远 玻 ”所 以 用 它们 占有 的 面积 来 比 就 
显得 “不 公平 了 , 如 图 9. 





图 9 


我 用 * 几 何 面板 "在 整个 圆 上 随机 取 两 点 作 
络 验 证 满足 条 件 的 概率 的 结果 , 可 以 说 明 这 一 
问题 .同样 做 了 产生 20 万 条 随机 试验 , 得 到 概 
率 的 近似 值 为 0.3328. 

很 显然 , 每 条 弦 只 有 一 个 中 点 , 有 约 3 的 


弦 的 长 度 大 于 V3R， 那么 必定 只 有 约 3 的 弦 的 
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中 点 数落 到 了 以 全 为 半径 的 小 贺 内 部 , 而 并 不 


是 近似 于 大 国 面 积 了 的 比例 数 同样 , 计算 没 
有 错 , 又 是 转化 的 问题 

现在 问题 清楚 了 , 产生 差异 的 原因 是 : 两 种 
转化 都 不 再 体现 弦 的 任意 性 

圆 内 点 的 分 布 是 均匀 的 , 但 是 孩 的 中 点 在 
圆 内 的 分 布 是 不 均匀 的 . 

由 于 几何 型 概率 问题 研究 的 是 “无 限 "数目 
的 基本 事件 总 数 , 因此 “和 无限" 到“ 无限" 之 间 的 
转化 很 难 把 握 , 说 不 定 何 时 就 会 造成 不 易 察觉 
的 偏差 或 错误 

附 : 下 面 给 出 几何 画板 的 随机 试验 方法 
(4.06 中 文 版 

1. 打开 几何 画板 , 画 一 个 贺 , 构造 圆 上 任 
意 两 点 , 记 为 如 、C， 以 圆心 为 旋转 中 心 将 两 
点 任意 旋转 一 个 角度 ， 不 妨 转 90 度 ， 得 到 点 
B',，0'， 构 造 线 段 B'C', 度量 纺 BC/ 的 长 度 
mB'C", 度量 圆 的 半径 RR. 计算 v3R. 

2. 新 建 参数 t = 0, n = 1000 ( 闪 代 次 数 )， 
计算 五 二 t 十 1l-sgn(l1+sgn(V3R 一 mB’'C”)). 
作用 是 在 类 代 过 程 中 记录 满足 条 件 的 弦 的 数 
量 . sgn(z) 为 画板 自 带 的 符号 函数 

计算 P = 于 (最 后 一 行 最 后 一 格 是 频 
率 , 概率 的 近似 值 ) 

3. 依 次 选取 B.C.t.n. 按 住 SHIFT 键 , 选 
择 “ 变 换 *” “迭代 "用 鼠标 执行 

B—C,C_ B,1 一 五 . 

4 点击“ 结构 " 选 到 所 在 对 象 的 随机 位 
置 "， 以 及 “生成 迄 代 数据 表 ”， 点 击 “ 显 示 ? 选 
“最 终 选 代 "， 最 后 点 击 “迭代 "于 是 产生 所 需 
要 的 数据 ， 























AAT 


(上 接 第 10-1 页) 
的 民族 主义 . 
事实 上 , 每 个 民族 都 有 自己 的 文化 , 也 有 
属于 这 个 文化 的 数学 . 我 们 更 应 该 放眼 世界 ， 
介绍 中 国 科学 的 长 处 和 短处 , 吸收 入 家 的 长 处 
为 国家 建设 服务 . 
不 可 否认 , 数学 文化 不 等 同 于 数学 史 , 微观 
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5. 参 数 n 可 以 变化 , 弦 的 数量 是 风 十 1, 第 
一 条 是 B'C'. 
6. 右 键 选 表格 , 点 击 “ 属 性 ”一 “迭代 ”一 “ 开 
始 随机 化 ”. 每 击 一 次 , 便 会 重新 产生 n 十 1 条 
弦 , 同时 表格 中 的 数据 随 着 变化 . 相关 图 形 如 








图 10 (其 他 模拟 类 似 制 作 ). 
mB’'C"’ 二 1.684 厘米 Ce C 
民 二 3.120 厘米 


V3R = 5.404 厘米 
t= 0.000 t1 = 0.000 


n= 1000 P= 0.000 











图 10 

| mB | 

[TS | 0.000 
| 5776 奋 来 | 1000 
| 0.543 厘米 | 1.000 
[SR4R 洲 | 2000 | 
[3 砷 术 | 5000 
[216 惠 米 | 5000 
[074E 洲 | 4000 






t 


3 | 6.046 加 米 | 6000 
4 | 23259 加 来 | 6000 
5 | .546 加 来 | 6.000 
6 5.305 加 来 | 6000 
7 | 5.838 加 米 | 7000 
8 | 2164 刘 来 | 7.000 | 0.007 | 
| 
1000 | 06.216 大 来 | 333.000 | 0.333 
文献 


周 树 容 . 《概率 论 与 数理 统计 》. 高 等 教育 
出 版 社 . 1984. 9. 


和 和 ATTA 


的 数学 文化 是 什么 ? 如 何 使 数学 文化 的 魅力 渗 
入 教学 , 让 大 家 通过 文化 层面 理解 数学 ,喜欢 
数学 , 热爱 数学 , 这 正 是 我 们 要 进一步 研究 和 
探讨 的 . 

以 上 列举 .分 析 了 近 几 年 数学 教学 改革 中 
的 几 种 值得 深思 的 现象 , 在 此 笔者 呼吁 : 让 数 
学 课 还 高 虚伪 的 美丽 ! 
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一 道 体 现 “ 双 基 十 发 展 的 立体 几何 题 


315000 浙江 省 宁波 中 学 王晓明 


数学 教学 中 的 “ 双 基 ", 一 般 约定 指 基 本 知 
识 和 基本 技能 . 但 是 , 中 国 的 数学 双 基 教学 , 并 
非 只 抓 双 基 , 而 是 同样 注重 发 展 . 不 过 , 我 们 是 
强调 在 数学 双 基 的 基础 上 进行 发 展 和 创新 . 

教学 经 验 告 诉 我 们 , 数学 “ 双 基 "是 数学 发 
展 的 基础 , 典型 数学 例题 则 是 数学 发 展 的 台阶 . 
精 选 典型 例题 , 学 习 和 探究 典型 例题 , 是 逐步 
通 向 创造 性 发 展 的 有 效 途 径 . 本 文 用 一 道 立 体 
几何 的 题目 作为 例子 , 阐述 双 基 教学 中 典型 例 
题 的 作用 . 

一 、 课堂 实践 

我 先 请 学 生 认 识 一 个 特殊 的 四 面体 , 四 个 
面 都 是 直角 三 角形 . 这 是 一 个 非常 基本 的 立体 
图 形 , 中 国 古 代称 之 为 “ 束 腾 ”. 

那么 , 在 这 一 图 形 中 有 哪些 垂直 关系 呢 ? 这 
要 诉 诸 学 生 的 几何 直观 , 涉及 立体 几何 中 最 基 
本 的 知识 . 这 样 , 我 们 是 从 一 个 涉及 线 线 、 线 
面 、 面 面相 互 乖 直 的 典型 例题 开始 , 检查 学 生 
的 基本 知识 一 空间 的 垂直 观念 . 

题目 在 四 面体 ABCD 中 , CBECD=90?， 
AB 1 面 BCD, 如 图 1. 问 (1) 有 多 少 对 线 线 
垂直 ? (2) 有 和 多少 对 线 面 垂直 ? (3) 有 多 少 对 面 
面 垂直 ? 





[学 生 典 型 解法 ] 
ABL BC 


(1)4BJ4 面 BCD 一 > 4 AB 141BD 


AB 1 CD, 
又 BCLCD 一 AC LOD, 





“。 共 5 对 线 线 垂直 . 
(2) 4B 1 面 BCD， 
CDLBC 
CD 1 4C 
“。 共 2 对 线 面 垂直 . 
(3) 4B 1 面 BCD 
面 4BC 上 面 BCD 
面 4BD 1 面 BCD， 
DC 上面 4BC 
面 4DC 上 面 4BC， 
面 BCD 1 面 4BC (已 有 ). 

“。 共 3 对 面 面 垂 直 . 

[点 评 ] 绝 大 多 数 同学 都 是 按 上 述 思 路 解决 
该 问题 , 日 答案 正确 . 同学 们 都 说 已 经 碰 到 过 
该 图 形 , 所 以 没有 什么 困难 . 

进一步 教师 启发 学 生得 出 解决 该 问题 关键 
是 抓 住 线 面 垂直 ”, 抓 住 了 “ 线 面 垂 直 ” 也 就 抓 
住 了 本 题 垂直 关系 的 “牛鼻子 ”. 

然后 , 我 要 求 同 学 们 在 此 基础 上 进行 发 展 . 
看 看 增加 一 个 条 件 之 后 的 情形 : 

变 式 1 在 四 面体 4BCD 中 , ZBCD = 
90°, AB 1 面 BCD, 又 B 在 4C、AD 上 的 射 
影 分 别 为 、, 连接 BF, 如 图 2. 问 

(1) 有 多 少 对 线 线 乖 直 ? 

(2) 有 多 少 对 线 面 垂直 ? 
(3) 有 多 少 对 面 面 垂直 ? 


一 > CD 41 面 4BO， 
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生 1: (1) 有 10 对 线 线 垂直 . 

该 同学 用 的 是 随意 列举 法 , 少 了 1 对 . 

(2) 有 4 对 ，AB 41 面 BCD, DC 上 面 
CAB, BE 1 面 4CD, AD 1 面 BEF. 

(3) 有 5 对 . 4 有 上面 BCD 
面 4BC 上 面 BCD 
| 面 4BD | 面 BCD， 
DCL1 面 4BC 
面 4DC 上 面 4BC 
面 BCD J 面 4BC (已 有 )， 
BE 1 面 4CD 
面 4BC 上 面 4CD (已 有 ) 
面 BEF 1 面 4CD， 
AD 1 面 BEF 
面 4CD 上 面 BEF( 已 有 ) 
面 4BD 上 面 BER, 

生 2 (1) 有 10 对 线 线 垂直 ; (2) 有 4 对 线 面 
垂直 ; (3) 有 5 对 面 面 垂直 . 

该 同学 先 找 线 面 垂直 有 4 对 ， 然 后 由 线 面 
垂直 推 得 面 面 垂 直 有 5 对 , 再 由 线 面 垂 直 推 得 
线 线 牌 直 有 10 对 , 漏 了 1 条 . 

生 3: 先 发 现 有 4 对 线 面 垂直 , 再 发 现 有 11 
对 线 线 垂直 , 再 发 现 了 有 5 对 面 面 垂 直 . 

该 同学 利用 “在 原 题 基础 上 增加 了 多 少 对 ? 
(与 新 增 线段 BE、EF、BFA 有 关 )” 这 个 思路 
较 快 地 解决 了 该 问题 . 

[点 评 | 典型 例题 的 发 展 就 有 了 难度 , 该 题 
的 解答 明显 区 别 出 了 学 生 的 直观 感知 能 力 和 
思辩 论证 能 力 , 少数 基础 差 的 同学 对 于 AD 1 
面 BEF 的 判断 就 有 了 困难 , 体现 了 直观 感知 
能 力 上 的 欠缺 ; 一 般 同 学 对 该 题 中 线 面 垂直 、 
面 面 垂 直 的 关系 能 有 较 好 的 判断 , 但 对 线 线 垂 
直 关 系 的 全 面 判断 有 了 困难 , 体现 出 了 思辩 论 
证 能 力 的 差异 . 

恋 式 2 在 四 面体 4BCD 中, ZBCD = 
90°, 4B 1 面 BCD, 又 B 在 A4C、AD 上 的 射 
影 分 别 为 互 、 瓦 , 连接 EF, 又 C 在 BD、AD 
上 的 射影 分 别 为 MM、NN, 连接 人 MN, 如 图 3. 问 

(1) 有 多 少 对 线 线 垂直 ? 

(2) 有 多 少 对 线 面 乖 直 ? 
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(3) 有 多 少 对 面 面 垂 直 ? 


图 3 

学 生 典 型 解法 | 先 判断 线 面 垂直 有 6 对 : 
AB 1 面 BCD, DC 1 面 C04B, BE 上面 
4CD, AD 1 面 BEF, CM 1 面 4BD, AD 
1 面 CMN. 

再 由 线 面 垂直 推出 面 面 垂 直 有 7 对 : 面 
ABO | 面 BCD 面 4BD | 面 BCD, 面 A4BC 
1 面 4CD, 面 BEF | 面 4CD, 面 4BD 1 
面 BEF, 面 CMN 上 面 4BD, 面 4CD 上 面 
CMN. 

在 由 线 面 垂 直 推 出 线 线 垂直 时 ,有 一 对 重 
复 , 得 到 了 20 对 的 错误 答案 . 

点评 在 由 线 面 垂 直 推 出 线 线 垂直 时 , 有 
许多 同学 出 错 ( 多 若干 或 少 若 干 ), 说 明 这 一 小 
题 对 同学 们 的 思辩 论证 能 力 要 求 很 高 . 正确 答 
案 为 : 有 19 对 线 线 垂 直 , 6 对 线 面 重 直 , 7 对 面 
面 垂直 . 

二 、 关于 这 道 典 型 例题 的 “基础 性 ”分 析 

本 题 及 变 式 1、 变 式 2 是 根据 课本 (A 种 ) 第 
40 页 习题 14 改编 而 来 的 . 它 具 有 很 显著 的 基 
础 性 特点 : 

1. 该 四 面体 是 棱锥 中 的 一 个 最 基本 体 . 任 
一 楼 锥 己 - 4BCD.… 中 作 PO 上 面 4BCD 
于 O, 作 OE 1 4B 于 万, 连接 PE、OB, 如 图 
4, 则 小 锥 体 P 一 OEB 就 是 这 类 四 面体 . 这 个 
四 面体 通过 四 个 直角 三 角形 把 棱锥 的 高 PO、 
侧 楼 PB、 和 斜 高 PB 和 底面 边 长 等 联系 起 来 , 也 
将 侧 楼 与 底面 所 成 角 人 LPBO、 侧 面 与 底面 所 
成 角 的 平面 角 和 人 PEO 联 系 了 起 来 (课本 第 48 
页 ). 事实 上 , 它 在 立体 几何 中 的 地 位 相当 于 直 
角 三 角形 在 平面 几何 中 的 地 位 . 

2. 该 四 面体 是 立体 几何 题 中 常用 的 构造 模 
型 . 因为 该 四 面体 四 个 面 均 为 直角 三 角形 并 且 
相关 的 几何 量 都 在 该 图 中 出 现 , 所 以 在 一 个 几 
何 体 中 如 能 构造 出 该 四 面体 , 则 相关 的 几何 量 
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都 体现 在 四 个 直角 三 角形 中 , 并 日 计算 简便 . 在 
课本 中 的 最 小 角 性 质 cos0 = cos 01 . cos 02 ( 课 
本 中 第 25 页 )、 角 平分 面 (课本 第 26 页 )、 测 量 
塔 顶 到 路 的 距离 (课本 第 27 页 )、 和 斜坡 上 直道 
问题 (课本 第 35 页 ) 等 等 都 是 通过 构造 这 个 模 
型 来 解决 问题 的 . 


P 


图 4 

3. 该 题 的 解决 过 程 中 涉及 线 线 垂直 、 线 面 
垂直 、 面 面 垂直 及 三 垂 线 定理 , 学 生 通 过 对 该 
几何 体 的 层 层 分 析 , 不 断 深化 对 该 几何 体 的 认 
识 , 采取 直观 感知 、 思 辩论 证 等 方法 认识 和 探 
索 该 几何 体 的 性 质 , 培养 学 生 的 识 图 能 力 , 提 
高 学 生 的 空间 想象 能 力 和 逻辑 推理 能 力 . 

4. 该 题 通过 递 层 推进 的 设计 , 让 学 生 通 过 
实践 逐步 体验 到 线 线 垂直 、 线 面 垂 直 、 面 面 垂 
直 的 联系 , 并 且 逐 步 认 识 到 “ 线 面 垂直 ”的 识别 
是 问题 的 关键 , 抓 住 “ 线 面 垂直 ”就 抓 住 了 理解 
空间 垂直 关系 的 牛鼻子 . 

5. 正 因为 该 四 面体 是 立体 几何 中 的 一 个 最 
基本 体 , 是 立体 几何 的 一 个 基本 知识 点 , 同时 
也 是 考察 学 生 识 ! 别 应 用 图 形 等 基本 技 能 点 的 
好 载体 , 所 以 该 四 面体 在 各 种 参考 书 中 都 反复 
出 现 , 并 经 常 被 用 于 各 地 高 考 模 拟 卷 , 甚至 被 
直接 用 于 高 考 考试 , 如 2002 年 北京 春季 招生 第 
18 题 , 2004 年 天 津 理 科 第 19 题 , 而 间接 用 于 高 
考 考 试 的 就 更 多 了 . 

三 、 关于 这 道 典 型 例题 的 “发 展 性 ”分 析 

1. 该 题目 的 改编 实际 上 是 运用 了 开放 题 的 
办 法 . 找 出 所 有 的 垂直 关系 , 不 是 一 、 两 个 , 而 
是 十 来 个 , 这 已 经 开放 了 . 然后 又 有 变 式 加 以 
扩充 , 更 加 完全 . 

2. 题 目 本 身 是 对 几何 体 的 定性 分 析 , 之 后 
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很 自然 可 以 定量 地 分 析 该 四 面体 , 如 求 相应 的 
线 线 角 、 线 面 角 和 面 面 角 , 是 在 “ 双 基 "基础 上 
的 发 展 课题 . 

例如 在 四 面体 4BCD 中 ,ZBCD = 90?， 
AB | 面 BCD. 

若 4B=4, BC=3,CD=2. 

I. 求 异 面 直线 4AD 与 BC 所 成 角 ; 

I. 求 二 面 角 B 一 4D - C 的 大 小 

A 


C 
图 5 

3. 对 于 该 四 面体 , 由 于 4B、BC、CD 两 
两 乖 直 , 所 以 以 {AB, BC, C 万 ] 为 基底 , 可 以 
用 向 量 法 控 究 该 四 面体 更 多 的 性 质 . 由 于 得 到 
HD MB Be + 学 生 们 把 这 个 结 
论 看 成 是 勾 股 定理 在 空间 的 推广 , 则 可 以 让 同 
学 们 在 角形 的 性 质 基 础 上 , 将 这 些 
论 类 比 到 空间 作 一 些 探究 , 这 是 一 个 开放 的 

问题 体现 着 创新 性 的 要 求 . 


Li ee 直角 ”四面 
7 


=g0°, 点 C 在 4B 上 ZBCD ~ 90°, 4B 1 面 
BCD, 点 B、C 在 AD 上 
的 射影 分 别 为 已、 了 





2 


AC?+BC? |AD?=AB*+BO*+CD? 





射影 |BC2 = BE.BA; 
定理 |4C2 = AE.AB 


外 接 圆 圆心 ABCD 外 接 球 球 心 
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以 圆 为 育 昧 解决 平面 向 量 问题 


325200 浙江 省 瑞安 中 学 戴 海 林 


我 们 知道 , 向 量 是 一 个 既 有 大 小 又 有 方向 
的 量 , 当 长 度 一 定 的 向 量 绕 起 点 旋转 时 , 终点 
的 轨迹 是 一 个 圆 . 如 果 能 把 圆 的 参数 方程 中 的 
两 个 关键 , 即 半径 及 圆心 角 与 向 量 的 长 度 及 向 
量 间 的 夹 角 有 机 地 联系 起 来 , 我 们 就 可 以 有 效 
地 解决 许多 向 量 问题 . 

下 面 的 问题 都 围绕 着 以 圆 为 背景 展开 , 事 
实 上 , 每 个 问题 都 还 有 其 他 解法 

一 、 从 圆 的 定义 出 发 

在 我 们 所 解决 的 向 量 问题 中 , 如 果 已 知 一 
向 量 的 长 度 , 我 们 不 妨 从 圆 的 定义 出 发 , 作出 
一 个 以 该 长 度 为 半径 的 圆 (由 于 自由 向 量 可 以 
任意 平移 , 因此 圆心 可 以 任意 选 定 ), 再 从 圆 的 
角度 寻找 解决 问题 的 途径 . 

例 1 (人 教 版 高 一 教材 (下 ) 第 151 页 , 复 
习 参 考题 五 (B) 第 6 题 ) 已 知 向 量 OPI、0O 忆 、 
5 丽 满 足 条 件 OB +0 忆 +0B= 0,|O| 
= |5 如 | = |0 马 | = 1 求证 AP 记忆 为 正 
三 角形 

分 析 : 如 图 1, 以 点 0 为 圆心 , 1 为 半径 作 
单位 圆 , 则 点 已 、 书 、 饭 都 在 此 圆 上 , 由 已 知 

-0 有 = 0 为 + OB = OP, 则 由 平行 四 
边 形 法则 可 知 :和 向 量 OP 的 终点 忆 也 在 此 圆 
上 ( 且 与 向 量 O 已 方向 相反 ), 可 得 LPBOP; = 
120°, 同 理 可 得 CPOPRP = 人 《P10OP = 120?， 
则 全 号 户 户 是 正三 角形 . 














和 AT rr rr 


这 不 又 验证 了 “该 四 面体 在 立体 几何 中 的 
地 位 相当 于 直角 三 角形 在 平面 几何 中 的 地 位 ” 
吗 ? 

4. 对 该 四 面体 的 认识 可 以 渗透 在 整个 立体 
几何 学 习 过 程 中 . 该 四 面体 在 课本 中 出 现 的 次 
数 就 多 达 14 次 , 在 课外 练习 中 还 会 出 现 , 每 个 


图 1 
变 题 1 者 全 性 妃 芒 是 正三 角形 ， 向量 
OF、 0B、 OB 并 是 条 件 OF!| =|0B| = 
0B|=1, 则 OB 4+ OB+0B=70. 


变 题 2 向 量 O 及 、0O 有 为、0 忆 两 两 所 成 
a 

则 OPI +O0B+0B=0. 

(话题 1 与 变 题 2 也 可 以 在 此 背景 中 获得 证 
明 , 过 程 略 .) 

例 2 (人 教 版 高 一 教材 (下 ) 第 150 页 , 复 
习 参 考题 五 (B) 第 2 题 ) 已 知 向 量 瑟 、8 、 己 


C 


两 两 所 成 的 角 相 等 并且 [3| = 1 | 5| 一 2 


























| 如 | = 3, 求 向 量 他 十 六 十 尼 的 长 度 及 与 三 
已 知 向 量 的 夹 角 . _ 
引申 : 已 知 向 量 下 、 六 、 尼 两 两 所 成 的 


角 相等, 并 且 | 世 |、| 下 |、| 成 等 差 数 列 , 公 
差 为 d, 试问 : 向 量 丈 十 十 人 与 三 已 知 向 量 
的 夹 角 是 否 都 为 与 4 无 关 的 定 值 

分 析 : 如 图 2, 设 04 = 芯 , 0B = 05,0C 


和 TT NN 


同学 磁 到 该 四 面体 至 少 二 十 次 以 上 , 我 们 可 以 
间 导 学 生 做 一 个 长 作业 ,让 学 生 在 整个 立体 几 
何 学 习 过 程 中 关注 该 四 面体 , 并 将 它们 联系 起 
来 , 最 后 作 一 个 总 结 . 
总 之 , 本 题 值 得 为 此 而 花 一 个 课时 的 时 间 ， 
更 值得 让 同学 们 做 一 个 有 意义 的 长 作业 . 
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= 已, 则 由 题 意 可 知 ZA0B = ZBOC = 
ZCO4 = 120", 以 O 为 圆心 , 分 别 以 1、2、3 
为 半径 作 三 个 局 心 圆 , 由 例 1 中 的 变 题 2 可 知 
O4+OPBI+OCI = 0. 


DES 


设 0B1 + OO = 0D, 则 点 刀 在 此 圆 上 ， 
日 ZDOC = 60°, 因此 ， | 人 + E 
oD + oa = oa 二 V3, 易 得 向 量 OFE 
与 向 量 他 、 信 、 尼 的 夹 角 分 别 是 150"、90"、 
30°. 

如 果 | 世 |、| 5 |、| 忆 | 成 等 差 数 列 , 我 们 同 
理 可 得 向 量 避 十 5 十 忆 与 向 量 可 .0、 人 
的 夹 角 分 别 是 150°、90°、30°, 都 是 与 4 无 关 的 
定 值 

二 、 从 圆 的 性 质 出 发 

当 我 们 所 要 解决 的 向 量 问题 已 经 转化 成 以 
圆 为 背景 时 , 我 们 就 应 充分 利用 圆 的 几何 性 质 
来 解决 问题 , 如 圆 中 弦 的 中 点 及 圆心 的 连 线 和 
该 孩 垂直 ; 圆 的 切线 与 过 切 点 及 圆心 的 半径 重 
直 等 , 这 样 直观 有 效 . 

例 3 (2003 年 苏州 市 高 考 模拟 试题 ) 已 知 
平面 上 三 个 向 量 避 、5 、 马 的 模 均 为 1, 它们 
相互 之 间 的 夹 角 均 为 120. 

(由 求证 (如 ~- 台 ) 上台 

(2) 若 | 二 D+ > 1(k e R), 求 k 
的 取 值 范围 














分 析 : 如 图 1, (1) 设 < = OP, @ = 
py pe Pd rd 一 一 
OP,, b= OP;, 则 Q 一 = BPP. 


由 圆 的 几何 性 质 可 知 PBP 上 OR, 则 
-blie. 


(2) 由 例 1 中 的 变 题 2 知 可 十 了 十 马 = 
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0 , 则 | 人 一 切 豆 | > 1 可 得 居 一 二 > 1 则 
下 > 2 或 上 < 0. 

例 4 (2003 年 南昌 市 高 考 模拟 试题 ) 已 知 
向 量 0B = (2,0), 向 量 0C = (2,2), 向 量 
CA = (V2cosa,V2sina), 则 向 量 04 与 向 


量 OB 的 夹 角 的 范围 为 ……………………eeeeeee. ( ) 
(A) 0, 3]; 9) | 各 | 
(0 | 竺 ,下 | 于 ,加 | 


分 析 : 如 图 3, 以 C(2,2) 为 圆心 , 以 V2 为 
半径 作 圆 , 则 点 4 是 在 此 圆 上 的 一 个 动 点 , 由 
圆 的 几何 性 质 可 知 : 当 O4 与 圆 C 相 切 时 , 向 量 
O04 与 向 量 OB 的 夹 角 分 别 取 得 最 大 与 最 小 值 , 
易 得 Z4OC = ZBOC = i 故 选 D. 





图 3 

三 、 从 圆 的 方程 出 发 

当 我 们 所 解决 的 向 量 问题 中 , 如 果 已 知 的 
向 量 以 坐标 (c +rcos0 5 十 7sin0) 的 形式 出 
现时 , 我 们 把 该 向 量 的 起 点 移 至 原点 , 结合 圆 
的 参数 方程 的 意义 , 不 难 发 现 , 它 的 终点 即 在 
以 点 (a,0) 为 圆心 , 以 7 为 半径 的 圆 上 , 而 且 可 
以 将 两 个 不 同位 置 上 的 9 值 的 变化 与 两 个 向 量 
的 夹 角 进行 合理 转化 . 

例 5 42004 年 湖南 省 高 考试 题 ) 已 知 平面 
向 量 避 = (cos0,sin0)，5 = (V3, 一 1), 则 
|2 避 一 避 | 的 最 大 信和 是 

分 析 : 易 知 向 量 2@ = (2 cos 90,2sin9), 则 
它 的 终点 可 以 看 成 以 原点 为 圆心 , 以 2 为 半径 
的 圆 上 的 一 个 动 点 , 车 把 向 量 =(V3, 一 1) 的 
起 点 移 至 原点 , 则 它 终 点 也 在 此 圆 上 , 显然 , 当 
这 两 个 终点 的 连 线 为 直径 时 长 度 最 大 ,日 为 4. 

例 6 《2003 年 郑州 高 考 模拟 试题 ) 已 知 向 
量 爷 =(1+cos asina)，50 一 (1 一 cos D,sin D)， 

(下 转 第 10-24 页 ) 
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线性 规划 思想 解 题 例 说 


257091 山东 省 东营 市 第 一 中 学 苟 玉 德 张 军 


线性 规划 是 现代 数学 中 研究 最 优化 理论 的 
重要 模型 , 而 新 教材 增加 简单 线性 规划 内 容 , 不 
仅 给 传统 的 高 中 数学 注入 了 新 鲜 “ 血 液 ， 而 且 
给 学 生 提 供 了 学 数学 .用 数学 的 实践 机 会 . 另 
外 , 由 于 平面 区 域 是 由 不 等 式 (组) 来 表示 的 ， 
此 线性 规划 必然 与 不 等 式 、 函数, 方程 .解析 几 
何等 知识 联系 密切 ， 而 “在 知识 网 络 交汇 点 设 
计 试 题 , 促进 学 科 内 知识 的 交融 和 渗透 ,正好 
是 新 课程 高 考 命题 的 求 新 点 和 切入 点 . 

本 文 尝试 利用 线性 规划 思想 解决 如 下 类 型 
的 问题 . 

一 、 解决 函数 问题 

例 1 设 函数 jz) = az 二 bo, 目 -1 < 


f(-1) < 2,2 < f(1) < 4, 求 1(-2) 的 取 值 范 
围 . 

分 析 : 此 题 易 出 现下 列 错误 解法 : 由 题 意 得 
—l<a—b<2, 个 
2<at+b<4, 四 

由 @@ 十 @@ 得 1 < 2a < 6. ©®@ 

由 @@ 一 @ 得 一 5 < 一 2b<0. 由 


由 加 、@ 得 -3<4a-2b<12. 

上 述 解 法 中 确定 的 1 < 2a < 6 及 一 5 < 
一 2b < 0 是 正确 的 , 但 是 用 a 的 最 大 (小 ) 值 及 b 
的 最 小 (大 ) 值 来 确定 4a 一 人 的 最 大 (小 ) 值 是 
不 合理 的 , 事实 上 当 a = 5 = 3 时, 得 出 
4a 一 25 的 最 小 值 为 -3, 但 此 时 a 一 b= 一 2 与 
已 知 条 件 中 一 1 < a 一 b < 2 蚌 不 符 的 , 故 这 种 
作法 不 正确 , 下 面 用 线性 规划 的 方法 解决 . 

—l<a-b<2, 
解 : 由 题 意 得 设 目 标 
2<a+b<4, 
函数 z= f(-2) = 4a 一 20. 

J 作出 上 述 约束 条 件 的 可 行 域 , 其 

中 ( 祁 )、 (8, 了)， 当 平行 直线 系 经 过 点 








1 
4 (5 3) 时 , 目标 函数 取得 最 小 值 z 一 4 一 


2 . 3 一 -1 当 平行 直线 系 经 过 点 B (3, 了) 时 | 
目标 函数 取得 最 大 值 z 一 4.3 一 2.1 = 10, 





此 f(-2) € [一 1 10]. 
b 
O | 2 & 
图 1 
二 、 解决 方程 问题 


例 2 (2005 年 第 16 届 “希望 杯 " 况 sx 
第 一 试 ) 实 系数 一 元 二 次 方程 x? 十 az 十 20 = 
0 ey (0, 1) 内 ， 另 一 个 根 在 区 间 
(内, 则 -一 了 的 取 值 范围 是 
解 : 设 函 数 ,jz) = 2 上 + az 十 22, 由 题 意 得 
f(0) > 0， b>0, 
| fl1 即 et 
f(2) > Q 十 0 十 2 > 0. 
bl GC 
A a | 
ey 


> 各 


D、、 万 a 
入 ~ 





图 2 
如 图 2， 作 出 上 述 约束 条 件 的 平面 区 域 
A4BD (不 包括 边界 )， 其 中 点 A(-3,1)、 
B(-1,0)、C(1,2). 由 于 二 了 表示 平面 区 域 
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人 ABD 内 的 点 (a,0) 与 点 (1,2) 连 线 的 斜率 , 其 
极端 值 可 以 由 八 4BD 顶 点 与 点 (1,2) 连 线 的 


斜率 确定 . a 
由 图 得 kca < Fo < koB, XkcaA = 


uy 
em 


1 
A koB = 1, 所 以 
b—2 1 


—,1 |]. 
a—1 4 


be Rt, 方程 Z2 十 arz 1 








例 3 已 知 a、 
20 = 0 与 Z2 十 2 十 a = 0 都 有 实数 根 , 求 a 十 
b 的 最 小 值 . 
解 : 由 题 意 得 
a2 > 80， 


o — 8b > 0, 
| (20)2 一 4a > 0, D2 >a. 
类 比 线性 规划 中 确定 平面 区 域 的 方法 可 知 上 
述 不 等 式 组 表示 在 第 一 象限 内 抛物 线 o = 8 
与 = a 的 外 部 部 分 , 如 图 3 所 示 . 因此 问题 
转化 为 过 阴影 部 分 的 点 , 求 a 十 5 的 最 小 值 . 利 
用 线性 规划 方法 易 求 得 a 十 5 的 最 小 值 为 6. 











评注 :由 上 述 两 例 可 以 看 出 , 当 约 束 条 件 或 
目标 函数 不 是 线性 问题 时 , 仍 可 利用 线性 规划 
思想 赋予 其 直观 的 几何 解释 , 体现 出 线性 规划 
思想 的 独特 解 题 功能 和 应 用 的 广泛 性 . 因此 , 利 
用 线性 规划 解决 问题 的 数学 思想 从 本 质 上 讲 就 
是 数 形 结合 的 思想 方法 . 

三 、 解 决 不 等 式 问题 
例 4 已 知 二 次 函数 f(z) = az 十 bz 十 
1(a、 bE R, 有 晶 a > 0), 设 方程 f(x) = zz 的 两 


个 实 根 为 Z1 和 7Z2. 
(1) 如 果 z1 < 2 < za <4, 且 函数 (2) 的 


对 称 轴 为 x = zo, 求证 : x0 > 一 1; 
(2) 如 果 |z1| < 2, |z1 一 2Z2| = 2, 求 6 的 取 


值 范围 
证 明 : (D) 设 g(z) = 


(72) 


2, 设 目 标 函 数 z = = 


f(x)—x=ar+(b— 
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Dz 二 1, 则 xz1、Zz2 为 方程 9(2) = 0 的 两 根 , 由 题 


4a+2b—1<0, 


9(2) < 0， 
16a+40-3>0, 


9(4) > 0， 


| 


图 4 作出 其 表示 的 平面 区 域 , 其 中 4 (& 1) 


E 





b b 
题 设 目 标 是 证 明 zo = 一 > -1, 即 < 


er 
， 而 = 表示 可 行 域内 的 点 


(a, 四 与 华 标 原点 连 线 的 斜率 , 由 可 行 域 知 2 < 


koa 二 2, 故 Z0 > 一 |. 
(2) "…… Zz172 =—>0, 
“XZ1、X2 同 号 量 X1、z2 冯 上 0， 
当 0 < x1 < 2 时 , 由 |z1 一 x2|==2 得 x2 = 
7X1 十 2, 故 2 < za < 4, 因此 方程 q(x) = 0 的 
两 根 分 布 在 区 间 (0, 2)、(2, 4) 内 , 此 时 情形 同 
(1), 而 8 表示 可 行 域内 点 的 纵 坐标 , 由 可 行 域 


1 

知 5 < 了 本， 
当 一 2 < WI < 0 时 ， 
得 z = zi1 一 2, 故 -4 < za < 一 2, 因此 方程 


由 |21 一 Za| 三 2， 


~ Ne ,0)、(—4, —2) 
4a—20++3<0, 
0， 16a 一 4 十 5 > 0. 


TS 





1 
7 
+ 
“|5 


图 5 
如 图 5, 作出 上 述 约束 条 件 的 平面 区 域 , 其 
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让 (高 了 )， 由 图 象 可 知 可 行 直 内 点 的 纵 从 


可 7 7 
慰 均 大 于 了 ， 故 5> 下 


例 5 〈2000 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 试 
题 ) 已 知 6 枝 玫 瑰 与 3 枝 康乃馨 的 价格 之 和 大 
于 24 元 ,而 4 枝 玫瑰 与 5 枝 康 乃 莫 的 价格 之 和 
小 于 22 元 , 则 2 枝 玫瑰 的 价格 和 3 梳 康 乃 志 的 
价格 比较 结果 是 :pp ( ) 

(A)2 梳 玫瑰 价格 高 ; 

4B)3 枝 康乃馨 价 格 高 ; 

〈《C) 价格 相同 ; (D) 不 确定 . 

hy 











图 6 
解 : 设 玫瑰 的 价格 为 元 , 康 乃 世 的 价格 为 

6z + 3y > 24, 
作出 其 可 行 域 如 图 

47z 二 + 5y < 22, 
6, 目标 函数 为 2 = 2x 一 3y, 作出 平行 线 系 
22 一 3y = t+ (t 为 参数 ), 该 平行 线 系 应 经 过 可 
行 域 内 的 点 ,此 时 只 需 观察 + 的 正 负 即 可 ， 由 
67z 十 3y = 二 24 得 4A(3,2), 而 直线 25 _3y 二 
VO ) ) 二 化 4 一 
0 恰 妈 通过 点 4, 因此 经 过 可 行 域内 的 点 有 是 和 斜 
率 为 的 直线 在 y 轴 上 的 截 距 为 负 , 所 以 平行 
线 系 2z ~ 3y = ! 的 纵 截 距 -at < 0, 即 t > 0， 
所 以 目标 函数 z= 2x 一 3y 的 值 恒 大 于 0, 所 以 
2 枝 玫 瑰 的 价格 要 比 3 枝 康 乃 世 的 价格 高 , 因此 


元, 则 











和 TIANA~N 


(上 接 封底 ) 
至 于 学 校 和 教师 , 对 遏制 应 试 教育 也 有 工 
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选 A. 

四 、 解 决 解 析 几 何 问题 

例 6 抛物 线 C 的 顶点 在 坐标 原点 ， 对 称 
轴 为 y 轴 , 抛物 线 C 上 的 动 点 书 到 直线 / : 3zx 十 
4y 一 12 = 0 的 最 短 距离 为 1, 求 C 的 方程 . 
解析 : 由 条 件 可 知 抛物 线 C 的 开口 向 下 , 设 


其 方程 为 2? = 一 2py (p > 0), 设 P(x,2y), 则 
于 |3z + 4y— 12| 














上 式 中 含有 绝对 值 符号 , 且 不 知 12 -ap 
的 正 负 , 因此 无 法 确定 何 时 取 最 大 信 , 如 果 能 
观察 到 图 形 中 的 平面 区 域 分 布 , 可 利用 线性 规 
划 思 想 解决 ,从 图 7 可 以 看 出 抛物 线 在 直线 7 : 
3 十 急 一 12 = 0 的 下 方 区 域 , 因此 对 点 而 
言 3¢ 十 4 一 12 <0, 故 3x 一 一 Xx? 一 12<0， 


2 
112 3p 9 
ed 1 0 A Ne 
| 人 > - :| 
1 


2 
一 1, 解 得 p 一 9 ， 
112 


故 抛物 线 C 的 方程 为 2? = 一 








和 TT 


多 相信 老师 , 少 一 些 “ 唯 考试 '、“ 唯 分 数 ” 化 的 管 
理 . 教师 应 该 相信 ,“ 过 度 练习 “、“ 大 运动 量 演 
算 “、“ 古 海战 术 “, 并 非 科 学 的 做 法 . 刘翔 的 110 








作 可 做 . 比如 教师 应 该 承认 , 成 绩 的 一 分 之 差 ， 
在 评选 智力 上 没有 意义 , 不 要 人 为 地 把 “从 高 分 
到 低 分 "的 录取 神圣 化 . 校长 应 尽量 给 教师 一 些 
宽松 的 空间 , 不 要 一 次 考试 成 绩 差 就 批评 . 培 
养 学 生 学 习 兴趣 , 提高 学 生 能 力 需 要 一 个 过 程 ， 


米 栏 训练 强度 并 不 大 , 主要 是 讲究 科学 . 

值 此 全 社会 再 度 关 注 “ 应 试 教育 "之 际 , 我 
们 愿意 抛砖引玉 , 欢迎 大 家 参与 讨论 . 本 刊 愿 
尽 自 己 的 绵薄 之 力 . 
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骨 谈 求 了 水 数 取 值 沁 围 的 问题 


556000 贵州 省 凯 里 市 贵州 黔 东 南 民 族 师范 高 等 专科 学 校 罗 时 健 


我 在 文 [1 中 谈 了 求 取 值 范围 的 几 个 问题 ， 
总 觉得 言 犹 未 尽 , 想 再 谈 一 谈 用 一 元 二 次 方程 
的 判别 式 求 函数 值 域 的 问题 ， 这 也 是 求 取 值 范 
围 问题 的 一 种 党 用 的 方法 之 一 . 

我 们 知道 : zx < R, 一 元 二 次 方程 42? 十 
br 十 c= 二 0(a 关 0) 有 解 寺 > 人 A 人 一刀 一 4ac> 
0, 但 当前 提 条 件 z € R,a 入 0 不 能 保证 满足 
时 , 运用 A > 0 求解 , 就 应 特别 慎重 , 在 有 的 情 
况 下 还 需 男 竟 他 法 . 先 举 个 简单 的 例子 . 





方程 ?2 一 (1 一 VI 一 p)z 一 VI 一 p= 0 在 
(L +co) 内 有 根 , 则 的 取 值 范围 为 ……( ) 
(A)peR:; (B)p € (一 co, 1); 
(OF (D) 根 本 不 能 判定 . 
分 析 : 大 前 提 为 x & (1, +co). 前 提 条 件 有 


变 . 此 时 若 用 判别 式 . wa DL 
人 >0, 

选 B, 错 ! 

不 难看 出 , 方程 有 两 根 x1 = 一 V1i 一 p、 
2Z2 二 1( 对 p < 1 均 成 立 )， 今 要 求 方 程 在 
(1 十 co) 有 根 , 这 是 不 可 能 的 .因此 只 能 选 C. 
可 见 , 对 此 题 盲 目 搬 套 判别 式 法 将 致 误 . 因此 ， 
运用 判别 式 法 求 函 数值 域 或 求 参 变量 的 取 值 
范围 时 , 需要 慎之 又 慎 , 要 对 具体 问题 作 具 体 
分 析 , 千 万 不 可 生 搬 硬 套 . 

这 里 顺便 指出 一 点 : 知 给 出 的 区 间 了 包含 
一 元 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c= 二 0 的 所 有 根 时 , 仍 
可 放心 运用 判别 式 . 这 一 点 是 显然 的 . 请 继续 
看 以 下 几 例 : 

2—z— x? 

例 1 求 函 数 y = 的 值 域 . 

解 : 函数 定义 域 :Z 隆 2, 去 分 母 化 简 上 式 得 
2Z2 十 (+1z 一 2 十 1) = 0. 显然 z= 2 不 是 
此 方程 的 根 , 可 用 判别 式 : 


A= 妇 一 4ac= 妇 二 10y 十 9, 由 A>0， 
得 y < 一 9 或 y > 一 1. 这 是 正确 的 . 

例 2 7 € |[-3, 一 2] 时 ， 求 函数 y = 
-一 2 一 一 的 值 域 

如 生 搬 硬 套 地 用 例 1 的 解法 ,而 不 顾及 定 
义 域 ze [一 3, 一 2] (与 前 例 z 取 2 不 同 ), 则 仍 得 
到 y < 一 9 或 y > 一 1. 那 就 大 错 特 错 了 . 

事实 上 ,W = -7 全, 当 -3 < < 
一 2 时 , y < 0, 函数 在 |--3, 一 2] 二 单调 道 碱 于 
是 ymin = y( 一 2) = 0, ymax = Yy( 一 3) = =, 得 





5 
4 
VS 
例 3 求 函 数 y = 一 一 一 5 一 的 值 域 
2—xz—7x?2>0, 


解 函数 的 定义 域 由 | 
zz—2Q*0, 

定 为 z € [一 2， 1]. 

误解 如 不 顾及 定义 域 ze [2, 1], 则 去 分 
母 化 简 得 (y++1)w? 一 (4y? 一 DJz 十 (4y? 
2)=0,A=0-4ac= 一 16y? 十 9, 由 入 之 
0 得 -了 < y < 了， 不 难看 出 这 一 答案 是 钳 
误 的 , 因为 当 z < [2 了 时 , y < 0 而 -了 < 


y < 了 就 不 正确 了 . 事实 上 .只 要 作 如 下 修正 : 
人 





0 3 
De 便 得 到 正确 的 答案 一 了 <y<0. 
如 对 此 答案 还 有 怀疑 . 则 我 们 可 以 用 另 一 


种 方法 来 印证 它 : 
V2-7-2Z V2-7z—7X2—0 
ee Z 一 2 加 Z 一 2 
x E |—2,1], 


这 是 点 P(X, V2 一 2 一 0) 与 定点 @(2,0) 
的 连 线 1 的 斜率 , 将 点 了 坐标 改写 为 
P(t, V3-#t—F),t e [2,1], 
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651. 在 由 四边 形 - ABCD 中 , 边 4B、 DC 
的 延长 线 交 于 点 ， 边 BC、AD 的 延长 线 交 
于 点 若 AC 上 BD 于 G, 求证 : LBGC = 
LFGC. 

证 :如 图 1, 过 忆 、 卫 分别 作 直线 BD 的 重 
线 . 垂 足 分 别 为 M、NV. 由 4G 上 BD 知 ME/ 


4GHANR， 
.MG AE NG AF 
“BG MB’DG 4D 


和 TA rr rr 


化 一 
一 参 示 
m7 _ /0 这 参数 方程 表示 


的 是 以 O' 30) 为 圆心 , 半径 RR = 了 的 上 
半圆 . 当 直线 1 成 为 圆 的 切线 时 (如 图 1), /的 斜 
率 和 0 = y 达 最 小 , 易 见 y < 0. 又 RtAPO'Q 
中 0'P= 3,10'8|= 3; 则 |PQ|= 2, ymin = 


tanZPQz = —tan LPQO’ = -2 于 是 


<y<0. 





z 
例 4 求 函 数 y = 过 的 值 域 . 
误解 : 易 知 函数 定义 域 为 ZE 及 , 去 分 母 化 


简 可 得 (2y 一 1)z? 十 (2y 一 1)z+(y+2)=0. 














图 1 
两 式 相 除 , 并 整理 有 


和 TT 


计算 和 人 = 二 妒 一 4ac 二 一 (4 十 16y 一 9). 由 
A > 0, 得 -3 < y < 5. 管 案 又 错 了 ! 之 所 
以 错 , 就 是 没有 注意 到 对 一 元 二 次 方程 (2y 一 
D2? + (2y— 1)z+(y+2)= 0 运用 判别 式 ， 
还 应 有 前 提 条 件 a = 2y 一 工头 0. 即 y 关 3: 





之 0， 


RE 下 | 则 可 得 正确 答案 
和 y< 可 l 

总 之 , 对 求 “ 函 数值 域 形式 出 现 的 取 值 范 
围 问 题 . 因为 函数 值 域 与 定义 域 有 关 , 用 判别 
式 时 又 与 前 提 条 件 有 关 , 稍 一 不 愤 就 会 导致 出 
错 . 所 以 笔者 认为 , 判别 式 法 还 是 应 当 慎 用 为 
受 . 对 学 生 介 绍 使 用 判别 式 法 求 函数 取 值 范围 
问题 时 , 一 定 要 引导 学 生 对 具体 问题 作 具 体 分 
析 , 切 勿 不 加 分 析 , 千篇一律 照搬 照 套 形式 . 

参考 文献 

[1] 罗 时 健 . 《关于 求 “ 取 值 范围 的 一 些 问 
题 》. 数学 教学 . 2005. 2. 
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MG AD AE BG 
NG RO eg OD 
AG ”AB' AG “AD 砚 式 相 除 ， 
gME_ BE. AD 
人 四 


DF 
因 AC、 BF、DE 交 于 八 ABD 外 的 点 C. 
AE BG DF 


之 ~ 
150_ 访 BE 
i 


2 ZAMGE = 
ZNGF 进而 LEGC = LFGC. 

652. 在 人 4BC 中 , 4D 为 BC 边 上 的 中 线 ， 
BE、CF 分 别 为 4C、BD 边 上 的 高 , 设 BE、 
CF 交 于 M, BC、FEB 交 于 NN, 求证 : MN 上 
AD. 

证 : 设 BC 边 上 的 高 为 AG (AG ol 

MM), 连结 BD、EBG, 过 C 作 DE 的 平行 线 , 交 
EN 于 H. 








B D 它 0O N 
图 2 
AD.MN = (428 BD) . (Me 汪 CN) 
= AB .ON + BB.MC+BD.ON 
-|24B|.|ON| cos B+ 
BD.MC | cos ZBCM+ |BD||ON| 
和 -|5clJGA+| 到 ce| 














+ 到 可 | 
= 一 |538| + 二 ce a D 
et a ni, 


. DE = DC, LDCE = LDEC. 

又 4、B、G、 轧 及 B、C、、 了 均 四 点 
共 圆 . “. LGEC = 人 LB = LNEC, LDGE = 
LGCE + AGEC = LDPEC + LNPC = 
LDEN. 
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另 一 方面 由 DE/CH 知 ZDEN = 


LCHN, LEDG = LHCN, 


ee ed a 


DG.:.CN = DE.COH PE ©@ 
又 LECH = LDEC = LDCE, 是 有 
LCEH = LCEG, 故人 ECHQAECG, 
CH = CG. 结合 DE = BD, 代入 @ 式 得 
DGCN BD ©@ 
代入 @ 有 AD.MN =0, 
“. MN 1 AD. 
653. 已 知 数 列 {zn} 满 足 zx1 = 1，zi+1 一 
Ti 二 VTiql 十 Ci (i 二 1,2,…), 求 数列 {zn} 





的 通 项 公式 . 

由 Zi+1 一 Xi 二 + i 机 二 

0 二 VXitl 二 二 平方 并 束 
理 得 i 于 Oe, 十 1) “Ti+l 十 22 一 Xi 一 = 0, 

。 27i 十 1 土 STi 十 1 

。。 0i 计 1 二 Ne 

he 22; 十 1 一 V8zi 十 工 

右 Xi+tl 二 9 则 zi+1 

1 工 一 V8zi 十 工 

22; 十 工 十 st 1+ Vn 

。。 Xi+l1 二 


22i+1 二 22; 十 工 十 下 

8Ti41 = 8zi 十 4 十 4V8zi 十 1 8zi+1l 十 
1 一 8zi 二 1 二 4V8zi 十 TI 十 4=(V8zi 十 工 十 
2)”， 

V8Tit1+1= V8zi 十 1 十 2. 

于 是 {V8zn 十 二 是 首 项 为 V8zl 十 工 = 3， 
公差 为 2 的 等 差 数列 . 故 V8zn 十 1 = 3 十 2(n 一 

12 十 多 

> 议 计 竺 


654. 设 x、y、z E 及 上 +, 目 z 二 yy 十 2 一 大 当 


本 1 
k 入 工时 , 求 = (去 - ( 历 -v) 
( 翅 -vE] 的 最 小 信 
解 :由 熟知 的 不 等 式 : (a 十 5 十 0)? 之 3(ab 十 
pc 十 ac) ( 当 且 仅 当 a = 5 = c 时 取 等 号 ) 易 知 
ZV 十 2 十 20 > VITYZ+ YT 十 2724) = 


V32zVz(Z 十 十 2) = V3ZVZz8. 
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a 7)(1 — (1—2)= at 入 
(ety4D)+(oytyet2n) -ey > -所 (1- 
1—k 
k++ V3ryzk— ryz) = —VTYyz+ 二 -V3k. 
人 1, .. g(t) = se 
co) 上 是 减 函数 , 而 0 < Vs 


3 
vm 2s (9) ) 





FV3K > 一 (0) + 


3 


即 VT 
3V3(1 —&) _//3. a 
二 + (fi 有 


yy 二 


3 
之 (全 月 ， 当 且 仅 当 x = 


k 
z = 5 时 取 等 号 


故 当 z = y = 2 = 三 时 u 取 最 小 值 





有 


655. 设 a、5、c、d 皆 为 正 实数 , 求证 : 


a b c 





De a 


等 号 当 且 仪 当 a == b= c= d 时 成 立 . 





证 根据 柯 西 不 等 式 : 六 开 > 


(zi > 0, yi > 0,1=1, 2; ,Nn), 
a b C 
2b+e 2c+d 2d+a 

(at+bt+ctad)? 


六 2 
人 
> ii 
2 一 工 
有 
Q 


2a+d 


> mes Ae ER /ei 
” a(2b+c) + b(2c+d) + c(2d+a) + d(2a+b) 


(a+b+c+ad)? 


2(ab+ac+ad+bc+tbd+tced) 


de @ 


(a—0b02+(a—o)2+(a—d?+(b— 
oO2+(b—d)?2+(c-d)? 20, 

“3(Q2 十 b 十 C2 十 d2) 之 2(ab 十 ac 十 ad 十 
i 








由 名 、@ 即 得 中 , 注意 到 @ 式 等 写 当 且 
仅 当 a == b= 二 c == 4d 时 成 立 , 立 得 @ 式 等 号 当 
且 仅 当 a = 5 = c= 4d 时 成 立 . 
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656. 在 非 直 角 入 4BC 中 , AD 上 BOC, BE 
1 4C, CF LAB, 垂 足 分 别 为 D、.B、f, 设 
人 4BC、A 人 DEF 外 接 圆 半径 分 别 为 RR、Ro， 
求证 : R = 2Ro. 
(浙江 ” 李 康 海 供 题 ) 
657. 已 知 互 不 相等 的 实数 xz、vy、z 满 足 
[ry+2=V IF, lezt2l=VIT(Ta), 
求证 :lyz 十 2|=V1i+ (y+2)2. 
(湖北 ” 贺 ” 试 供 题 ) 


658. 已 知 0、/6 为 锐角 ， 有 + = 
sin(2B+o) 
sin28 求证 : a = 0 


(江苏 ” 李 广 修 供 题 ) 
659. 已 知 A1、Bi、 人 分 别 在 4BC 的 


1 


Ai 二 BiA 
re =AN, 记 BC = a,CA=b,AB=,, 
设 P 为 人 ABC 所 在 平面 内 任 一 点 , 求 P41 十 
PB? + PC? 的 最 小 值 . 

(浙江 ” 苏 炜 杰 供 题 ) 
660. 记 o(n) = 并 d (其 中 n、de Z+), 若 


In 
ol) = 2n, 则 称 n 为 完全 数 . 
设 a = 2?-1(2? 一 1) 十 1 0 一 22-1(22 一 
1) 一 1, 其 中 p 为 质数 , 问 a、5b 是 否 为 完全 数 ? 
证 明 你 的 结论 . 











(安徽 江 厚 利 供 题 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 
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由 于 数学 能 力 下 降 , 美国 学 校 从 亚 冲 寻求 谷 案 


Cris Prystay 


五 年 前 , 在 马萨诸塞 州 全 州 范围 内 进行 了 
一 次 考试 , 在 考试 中 发 现 , 从 四 年 级 到 六 年 级 
学 生 的 数学 能 力 严重 下 降 . 马萨诸塞 州 州 教育 
厅 长 建议 用 一 种 超出 常规 的 方式 加 以 弥补 : 引 
进 在 新 加 坡 使 用 的 数学 课程 . 

新 加 坡 学 生 在 国际 数学 测试 中 经 常 名 列 前 
茅 . 他 们 希望 用 新 加 坡 的 教学 方式 教 美国 孩子 ， 
帮助 他 们 提高 数学 成 绩 

从 俄 克拉 何 马 州 的 乡村 到 新 泽 西 州 的 中 心 
城市 , 全 国 各 地 近 两 百 所 学 校 采用 了 这 种 方式 
使 用 初期 的 迹象 表明 :用 了 新 加 坡 的 课本 后 , 许 
多 美国 学 生 数 学 方面 确实 有 了 更 优秀 的 表现 
一 些 曾 被 数学 课 弄 得 灰心 丧气 的 孩子 说 他 们 
现在 开始 喜欢 数学 了 . 

越 来 越 多 的 教育 者 为 美国 孩子 数学 能 力 的 
下 降 而 忧心 仲 伸 , 他 们 希望 从 亚洲 的 课程 中 寻 
求 灵感 . 由 于 现在 的 美国 孩子 在 数学 和 自然 学 
科 两 方面 都 落 在 亚洲 同龄 人 的 后 面 , 那么 当 他 
们 大 学 毕业 时 , 很 有 可 能 会 把 更 多 的 白领 职位 
拱手 让 给 海外 同龄 人 

“看 起 来 我 们 的 孩子 恰恰 缺少 他 们 本 该 拥 
有 的 数学 头脑 ， 我 们 决心 尽 一 切 努 力 加 以 弥 
补 ” 马 萨 诸 塞 州 州 教育 厅 长 David Driscoll 说 . 
David Driscoll 自己 曾 是 一 名 数学 教师 , 他 首先 
萌发 了 在 当地 学 校 使 用 新 加 坡 教材 的 念头 

评论 家 们 断言 说 过 去 二 十 年 里 美国 的 数学 
教学 被 搞 乱 了 , 他 们 指出 :教学 重点 过 多 地 放 在 
让 课程 变 得 更 容易 理解 , 或 激发 兴趣 上 , 不 在 
如 对 乘法 表 进 行 反 复 训练 等 这 类 至 关 重 要 的 
部 分 ， 男 一 种 重要 的 批评 指出 : 美国 数学 教材 
注重 内 容 窗 盖 面 的 广度 , 却 没有 足够 的 深度 . 

新 加 坡 和 其 他 东南 亚 国家 采取 的 却 是 另 一 
种 策略 . 在 新 加 坡 , 教材 由 教育 部 聘请 数学 专 














家 编著 . 这 些 专家 为 寻求 有 效 的 教学 方式 , 有 
针对 性 地 解决 孩子 的 疑问 , 过 去 几 十 年 来 , 坚 
持 不 断 地 与 数学 教师 面对面 交流 , 逐步 完成 了 
对 教材 的 完善 和 发 展 . 他 们 的 小 学 课本 只 选取 
了 美国 教材 中 三 分 之 一 的 典型 题材 , 但 介绍 的 
内 容 却 更 深入 更 透彻 . 

除了 进行 机 械 记忆 外 , 新 加 坡 孩 子 还 学 习 
用 直观 的 工具 来 帮助 理解 抽象 的 概念 

比如 :新加坡 数学 谍 本 要 求 孩子 们 使 用 画 
线段 和 其 他 图 表 的 方法 一 一 种 被 称 为 “线段 
图 ”的 方法 , 使 问题 看 起 来 更 具体 、 更 直观 . 当 
孩子 们 经 过 几 年 持续 的 训练 后 , 他 们 解决 综合 
性 问题 的 能 力 和 心算 能 力 就 有 了 明显 的 提高 . 

并 非 每 个 人 都 相信 引进 新 加 坡 课本 的 方法 
能 解决 美国 的 数学 问题 . 有 些 州 声称 这 方法 不 
符合 他 们 本 州 制 定 的 数学 教学 大 纲 . 在 美国 各 
州 有 不 同 的 教学 大 纲 , 所 以 学 生 使 用 的 新 加 坡 
教材 和 各 州 大 纲要 求学 生 掌 握 的 内 容 之 间 存 在 
着 潜在 的 差距 . 全 美 数学 教师 协会 (NCTM) 提 
出 不 可 能 单单 用 引进 教材 的 方式 来 照抄 新 加 坡 
的 做 法 . NCITM 辩 称 :新 加 坡 数学 教学 的 成 功 ， 
根源 在 于 他 们 高 度 自律 的 文化 背景 , 即 整个 社 
会 尤其 是 父母 亲 期 望 孩子 全 身心 投入 学 习 , 发 
奋 努 力 . 

但 美国 的 数学 教学 需要 改进 , 这 一 点 几乎 
是 毋庸 置疑 的 . 波士顿 学 院 每 四 年 都 要 发 表 一 
次 与 亚洲 之 间 存 在 的 数学 差异 的 全 球 报告 . 该 
学 院 发 布 的 “1999 年 数学 国际 测试 (TIMSS)” 
报告 显示 , 新 加 坡 八 年 级 学 生 的 数学 成 线 排名 
第 一 , 而 美国 仅 排 在 第 19 名 , 排 在 拉脱维亚 的 
后 面 . 美国 孩子 在 读 的 年 级 越 高 , 拉 下 的 差距 
越 大 , 根据 1995 年 的 报告 显示 , 美国 四 年 级 学 
生 数 学 成 绩 排 在 第 七 位 
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这 种 下 降 的 趋势 已 经 对 美国 的 大 学 产生 了 
冲击 . 根据 由 国家 拨款 的 国家 科学 基金 会 下 属 
的 国家 科学 部 提供 的 数据 , 在 美国 攻读 理工 专 
业 的 大 学 一 年 级 学 生 中 , 五 分 之 一 申请 补习 数 
学 课程 . 同时 毕业 于 理工 专业 的 大 学 生 中 , 美 
国 公 民 和 永久 居住 在 美国 的 人 数 从 1994 年 到 
2001 年 下 降 了 10%， 外 籍 学 生 人 数 则 增长 了 
35%. 

这 一 差距 也 使 美国 面临 着 失去 更 多 海外 就 
业 机 会 的 危险 . 在 一 次 波士顿 金融 会 议 上 联邦 
储备 委员 会 主席 Alan Greenspan 说 :“ 令 许多 
人 苦恼 的 是 这 可 能 不 只 是 暂时 的 问题 , 其 根源 
贯穿 于 我 们 整个 教育 体系 .” 

改革 美国 课程 确实 有 一 定 难 度 . 与 新 加 坡 
和 其 他 亚洲 国家 不 同 的 是 , 美国 没有 全 国 统一 
的 课程 . 每 个 州 独立 制定 教学 大 纲 . 在 布什 “不 
让 一 个 孩子 落后 ”的 政策 下 ,财政 拨款 和 就 业 
与 学 校 在 本 州 的 标准 测试 成 绩 息息相关 . 许多 
行政 区 官员 因为 担心 本 地 区 学 校 在 这 类 考试 
中 成 绩 下 降 , 很 愿意 进行 一 些 改 革 . 其 中 一 部 
分 正 从 亚洲 教材 中 寻求 改革 的 答案 . 乔治 亚 州 
在 中 学 教材 改革 中 计划 采用 日 本 的 数学 大 纲 . 
根据 新 加 坡 小 学 数学 课程 改编 , 由 密歇根 州立 
大 学 数学 教授 撰写 的 一 本 教师 培训 教材 , 已 被 
美国 六 所 大 学 使 用 . 新 加 坡 儿童 的 数学 教材 吸 
引力 最 大 , 因为 他 们 的 教材 是 用 英语 写 的 . 

在 俄 克拉 何 马 州 的 Bethel 乡 , 学 区 负责 人 
Marty Lewis 觉 得 该 区 学 生 的 数学 成 绩 正在 下 
降 ， 他 对 新 加 坡 开始 只 是 好 奇 ， 继 而 被 “1999 
年 数学 国际 测试 ”(TIMSS) 的 结果 激 经 了 . 他 
对 新 加 坡 的 教学 方法 进行 了 研究 , 并 和 在 宾 夕 
法 尼 亚 州 的 Rosenbaum 个 人 基金 会 有 了 接触 ， 
该 基金 会 为 在 美国 和 以 色 列 使 用 新 加 坡 教材 
提供 基金 . 

基金 会 为 他 联系 了 在 佛罗里达 州 的 一 个 专 
门 培训 教师 教 新 加 坡 教材 的 数学 教师 Yoram 
Sagher. Lewis 聘请 Sagher 先生 在 七 月 份 给 
学 区 全 体 教师 补 了 一 周 的 课 . 九 月 , Bethel 乡 
幼儿 园 孩 子 和 一 年 级 学 生 开 始 使 用 新 加 坡 教 
材 .“ 我 想 说 的 是 :不 管 人 们 觉得 我 有 多 疯狂 , 我 
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还 是 要 看 看 外 面 的 教材 , 并 寻找 有 效 的 方式 .” 
Lewis 说 . 

一 些 地 区 的 学 校 已 经 开始 大 量 使 用 新 加 坡 
教材 . 其 中 包括 离 波士顿 仅 一 小 时 汽车 路 程 的 
North Middlesex, 那里 居住 的 是 一 些 从事 农 
业 或 坐 公 交 车 上 班 的 人 们 ，North Middlesex 
地 区 的 教材 改革 是 在 州 教育 厅 长 Driscoll 先 生 
注意 到 本 州 六 年 级 学 生 数 学 能 力 下 降 后 开始 
的 .2000 年 , 他 用 美国 政府 下 拨 的 50000 美元 
在 他 所 在 的 地 区 进行 调查 , 检验 新 加 坡 课程 是 
和 否 能 提高 孩子 们 的 数学 成 绩 . 

North Middlesex 派 遗 了 三 个 拥有 数学 学 
位 的 教师 和 在 马萨诸塞 州 的 伍 斯 特 州 立 学 院 
的 一 个 数学 教授 共同 工作 . 他 们 根据 新 加 坡 教 
材 对 North Middlesex 地 区 的 教师 进行 了 为 期 
七 天 的 暑期 补课 . 

新 加 坡 课程 的 教学 从 最 需要 帮助 的 五 年 级 
到 八 年 级 学 段 开始 . 由 于 有 很 多 教师 自愿 加 入 ， 
新 课程 教学 同时 也 延伸 到 了 其 他 学 段 . 

不 久 前 的 一 个 早上 , 在 North Middlesex 
的 一 个 名 为 Ashby 的 小 镇 上 , 五 年 级 数学 教师 
Bob Hogan 给 出 这 样 一 个 问题 要 求学 生 自 愿 
回答 :假设 在 一 所 大 学 中 某 班 共有 250 人 , 其 中 
男生 人 数 比 女生 多 50 个 , 求 这 个 班 中 女生 的 人 
数 . 三 十 风 的 Hogan 先生 是 一 个 精力 充沛 的 老 
师 , 他 要 求学 生 回 答 怎 样 用 线段 图 来 解决 这 个 
问题 . Sarah Carter, 一 个 头发 鲜红 、 脸 上 长 着 
雀斑 的 九 岁 女孩 , 从 座位 里 向 前 倾 身 举 起 了 手 . 
她 让 Hogan 先生 先 画 两 条 长 短 相同 的 线段 , 并 
在 上 面 一 条 标 上 “女生 ”, 下 面 那 条 标 上 “男生 ”. 
然后 她 要 求 在 标 有 男生 的 那 条 线段 后 面 再 添上 
一 小 段 , 并 在 里 面 写 上 “50”; 同时 在 两 条 线段 
图 的 右 侧 , 写 上 “250”, 表示 两 者 的 总 和 . 看 着 
这 张 图 , 她 不 用 纸 笔 开始 口算 . 她 从 250 中 减 去 
50, 要 求 老师 将 得 数 “200” 写 在 黑板 上 没 写 数 
字 的 两 条 线段 左 侧 , 表示 这 两 段 的 总 和 . 然后 ， 
她 将 200 除 以 2, 并 得 出 结果 “ 班 里 有 100 个 女 
生 , 150 个 男生 ”.“ 我 不 知道 新 加 坡 在 哪里 ,” 她 
补充 道 , “但 我 喜欢 他 们 做 数学 题 的 方法 .” 

刚 开 始 时 , 一 部 分 教师 并 不 相信 . 教 七 年 
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级 的 Steve Keating 是 一 个 经 验 丰 富 的 数学 教 
师 , 他 说 他 曾经 经 历 了 一 大 堆 的 新 数学 方式 ， 
包括 二 十 世纪 七 十 年 代 疯 狂 的 “新 数学 ”运动 . 
“我 最 初 的 感觉 是 又 来 了 '. ” 谈 到 用 新 加 坡 数 
学 教材 时 , 他 说 . 他 着 实 被 新 加 坡 的 教材 吓 了 
一 跳 . 到 了 七 、 八 年 级 , 学 新 加 坡 课程 的 孩子 已 
经 开始 学 高 中 水 平 的 代数 了 .“ 我 想 , 哇 一 这 
很 复杂 -一 甚至 于 对 我 -Keating 说. 当 他 看 
到 自己 的 学 生变 得 对 数学 充满 热情 时 , 他 终于 
被 征服 了 . 

这 一 改革 需要 更 多 教师 的 加 入 . 新 加 坡 的 
数学 课程 不 像 许多 美国 课程 , 不 是 每 个 问题 , 每 
一 步 都 有 写 给 教师 的 参考 答案 . 教师 也 不 能 从 
书本 的 后 面 去 翻 看 答案 . 在 第 一 年 里 , Keating 
先生 每 天 晚上 要 用 两 个 小 时 准备 第 二 天 的 课 . 
在 嗜 假 里 , 他 还 把 教科 书 带 到 度假 的 海边 . 他 
的 努力 终于 有 了 回报 : 学 生 们 的 成 绩 提高 了 . 

一 些 父母 也 有 着 疑问 . Suzanne Carter 回 
忆 道 :原来 数学 题 做 得 很 辛苦 的 女儿 Sarah, 回 
家 后 不 再 做 以 前 那 种 数学 了 , 取而代之 的 是 画 
线段 和 和 矩形 .“ 我 很 失望 , 弄 不 懂 她 在 干什么 .” 
手语 教员 Sarah 夫 人 说 . 但 是 她 女儿 学 校 却 不 
需要 作 任 何 解释 . 在 North Middlesex 学 校 的 
学 生 已 经 在 本 州 统 考 中 取得 了 进步 . 例如 , 八 
年 级 学 生 在 今年 的 州 统考 中 ,“ 数 学 能 力 指 数 ” 
从 2000 年 的 63.2 分 上 升 到 了 75.4 分 , 增值 是 也 
有 所 提高 的 州 增值 的 两 倍 . 其 他 年 级 的 成 绩 也 
有 所 提高 , 但 只 是 达到 了 该 州 的 平均 水 平 . 

North Middlesex 为 得 到 更 明确 的 结果 , 最 
近 又 聘请 了 斯 坦 福 大 学 胡 佛 研究 所 对 州 或 区 的 
部 分 测试 成 绩 进行 分 析 , 看 看 使 用 了 一 至 三 年 
新 加 坡 教 材 的 三 百 个 学 生 在 数学 方面 是 否 比 
其 他 学 生 更 好 . 正在 进行 的 研究 已 发 现 , 用 新 
加 坡 数学 教材 的 学 生 有 特别 强 的 计算 能 力 . 
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去 年 波士顿 公立 学 校 在 一 所 学 校 的 某 些 班 
级 中 试用 新 加 坡 的 教材 , 但 后 来 决定 放弃 . 这 
个 地 区 采用 了 男 一 种 称 为 讨论 班 模 型 的 数学 
教材 , 通过 理解 数学 概念 , 增进 孩子 们 进行 个 
体 或 团体 活动 的 能 力 . 他 们 并 不 想 贬 低 新 加 坡 
教材 , 只 是 想 在 更 大 范围 内 通过 实验 尝试 新 的 
东西 . 

波士顿 公立 学 校 数 学 课程 负责 人 Ed Joyce 
说 :“ 我 们 不 会 说 新 加 坡 教 材 有 什么 不 好 , 但 我 
要 说 的 是 许多 教材 可 能 会 有 同样 的 结果 .” 另 
一 个 应 用 新 加 坡 教 材 的 障碍 是 美国 人 对 标准 
测试 的 迷信 . 用 新 加 坡 教材 的 孩子 可 能 在 数学 
的 一 些 重要 内 容 如 乘法 、 分 数 、 文 字 题 和 代数 
的 部 分 表现 得 更 好 , 但 应 付出 现在 本 州 统考 中 
的 另 一 些 问题 仍然 很 辛苦 . 

所 以 North Middlesex 在 新 加 坡 的 教材 中 
补充 了 概率 内 容 的 教学 , 这 部 分 内 容 在 美国 四 、 
五 年 级 就 教 了 , 而 在 新 加 坡 教材 中 却 没 有 出 现 . 

新 加 坡 的 教材 继续 吸引 着 人 们 . 马萨诸塞 
州 五 个 不 同 地 区 近 二 十 所 学 校 在 North Mid- 
dlesex 的 成 绩 激 励 下 , 正在 使 用 新 加 坡 的 试验 
教材 . 

在 波士顿 蓝领 聚居 的 郊区 Revere 镇 , Bea- 
chmont 小 学 校长 William Carey 去 年 开始 主 
动 提出 在 一 到 四 年 级 开始 使 用 新 加 坡 教 材 . 他 
反馈 了 一 些 初期 的 成 果 : Beachmont 小 学 四 年 
级 在 州 统考 中 只 比 州 平均 分 低 了 3 个 百分点 ， 
而 去 年 四 年 级 与 州 平 均 分 差 8 个 百分点 . 接着 ， 
Beachmont 小 学 的 成 功 , 也 鼓励 了 其 他 人 . 在 
城镇 的 另 一 端 ，Garfield 小 学 的 教师 在 今年 开 
始 用 新 加 坡 教材 教学 .“ 当 情况 开始 发 生变 化 ， 
人 们 就 注意 了 ,”Beachmont 的 校长 Carey 先 
生 说 , “然后 消息 就 不 肥 而 走 .” 
ee 译 自 华尔街 日 报 

(浙江 省 宁波 效 实 中 学 潘 青 ) 
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我 们 能 为 改变 “应 试 教育 做 点 什么 ? 


张 黄 宙 ” 赵 小 平 


近来 , 关于 应 试 教育 的 危害 再 次 引起 社会 
的 关注 . 看 来 过 制 应 试 教育 的 延续 是 整个 社会 
的 事 . 本 刊 身 在 “数学 教育 圈 ” 内 , 总 应 该 有 新 
的 认识 , 新 的 作为 , 新 的 呐喊 

首先 是 关于 高 考 制度 . 今年 是 废除 科举 制 
度 100 周年, 回顾 历史 , 大 家 的 共识 是 ,“ 科 举 
取 士 ,选拔 人 才 ” 的 历史 作用 非常 重大 , 但 是 考 
试 的 问题 多 多 , 八股 文 害 人 非 浅 . 仅 把 考试 作 
为 “ 取 士 "的 手段 , 那么 人 才 固 然 可 以 选拔 出 一 
些 , 但 是 为 人 类 进步 研究 科学 ， 为 探究 真理 勇 
于 献身 的 理想 , 又 将 置 于 何 地 ? 没有 这 样 的 志 
士 仁 人 , 国家 又 怎 能 强大 , 中 华 民 族 如 何 立 于 世 
界 之 林 ? 现在 似乎 一 批评 “应 试 教育 , 就 被 认 
为 “否定 教育 公平 , 脱离 中 国 国情 ”. 实际 上 , 并 
没有 人 现在 就 要 取消 高 考 , 而 是 反对 唯 考试 论 ， 
唯 分 数论 , 要 探索 在 当前 的 社会 条 件 下 , 如何 
有 效 地 培养 人 才 和 选拔 人 才 . 如 果 我 们 任凭 考 
试 走向 极端 而 不 作为 , 那么 就 会 危害 学 生 、 危 
害 社 会 , 最 终 必然 会 被 社会 所 抛弃 . 一 百年 前 ， 
延续 了 近 干 年 的 科举 考试 制度 青 然 瓦解 , 就 是 
明证 . 

其 次 是 关于 高 考 命题 . 当年 王安石 变法 主 
张 在 科举 中 考 策 论 , 联系 现实 , 考察 举 子 们 治 
国平 天 下 的 本 领 . 反对 此 举 者 很 多 , 包括 司马 


光 、 苏轼 等 大 家 . 他 们 坚持 主张 考 诗 赋 词 经 . 原 
因 是 策 论 的 好 坏 , 由 考官 的 主观 好 晋 而 定 , 不 
甚 公平; 至 于 诗 赋 词 经 , 有 格律 限制 , 有 原著 为 
评判 标准 , 可 以 客观 地 分 出 高 下 , 做 到 公平 考 
试 , 客观 评价 , 由 于 这 种 观点 占 了 上 风 , 并 到 明 
清 时 代 走 向 极端 , 八股 文 盛行 . 读书 人 会 作 起 
承 转 合 符合 规 窍 的 八股 文 , 却 没有 能 力 治理 国 
家 和 发 展 科技 , 使 得 吏治 渐 败 , 科技 落后 ， 科 
举 之 害 , 渐渐 为 国人 所 痛恨 , 最 后 连 慈 禧 太 后 、 
袁世凯 这 样 的 保守 派头 子 , 也 觉得 不 能 再 维持 . 
科举 制度 终于 寿终正寝 

现在 的 高 考题 , 当然 不 是 “八股 文 . 但 是 ， 
考题 年 年 稳定 , 大 家 都 围 着 那 几 类 考题 折腾 ， 
探究 能 力 考 不 出 , 只 能 让 熟练 者 得 利 , 这 似乎 
和 “八股 " 越 走 越 近 了 . 姜 伯 驹 院士 最 近 在 威海 
演讲 时 提出 “考试 的 弹性 越 小 , 题 型 变化 越 少 ， 
题 海 战术 的 成 本 就 越 低 , 收效 就 越 高 “. 我 们 的 
高 考 数学 命题 格局 几 十 年 不 变 , 稳定 有 余 , 变 
化 不 足 . 命题 应 该 改革 , 要 使 那些 热衷 于 搞 题 
海战 术 的 人 占 不 到 便宜 . 例如 , 把 数学 高 考 的 
考试 时 间 延 长 为 3 小 时 , 考 出 学 生 的 独立 研究 
能 力 , 这 是 容易 做 到 的 事 , 不 知道 为 何不 能 采 
纳 . 也 许 非 不 能 也 , 乃 不 为 也 . 
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